Algebra 1. 5. feladatsor 2022. oktober 6.

. Adjuk meg az alabbi permutdciok diszjunkt ciklusfelbontdsdt:

1 2 3 4 1 2 3 4 5 6 12 ... n-1 n
& (2 41 3)" ) (2 4 6 1 3 5)" Z (n n—1 ... 2 1)"
d) (12345)"1(123)(45)(12345) ¢) (12)(13)(14)--- (1n).

Megoldds: a) (1243) b) (124)(365)

¢) (1n)2n—1)(3n—2)---, avégén paros n-re (2 242) van, paratlan n-re (25 2£2)
(az 241 fixpont).

d) (15)(234) e) (12...n).

. Irjuk fel transzpozicidk szorzataként az aldbbi permutdcidkat:
a) (123)(124); b) (123...n); ¢) (nn—1...1).

Megoldds:

a) Az l.e) alapjan (12)(13)(12)(14), de ennek a permutéacionak a diszjunkt ciklu-
sokra bontésa is transzpoziciokbol all: (14)(23). Altalaban is, ha a permutaciot
elgallitjuk diszjunkt ciklusok szorzataként, aztéan azokat bontjuk fel az 1.e) mintajara,
akkor belathato, hogy igy minimalis szamu transzpozicié szorzataként irjuk fel a per-
mutéaciot.

b) (12)(13)(14) - (1n)

c) Mivel ez az el6z6 inverze, elég annak a felbontasat invertalni:

(1n)...(14)(13)---(12).

. Ha k és n relativ primek, akkor a k-val vald szorzds eqy permutdciot definidl a modulo n
maradékosztdalyok (redukdlt maradékosztdalyok) halmazdn. Adjuk meg a 2-vel vald szorzds
ctklusfelbontdsdt n = 5-re, n = 7-re és n = 9-re. Mikor lesz a redukdlt maradékosztdlyok
k-val valo szorzdsdnak ciklusfelbontdsdiban pontosan 1 darab ciklus? Mit mondhatunk
altalaban a ciklusok hosszarol, ill. szamdarol?

Megoldds: n = 5-re: (1243)

n="T-re: (124)(365)

n=09-re: (124875).

Minden esetben azonos hossziisagi ciklusokra bomlik a permutacié, mert egy n-hez relativ
prim b szamra b-2¥ =b (mod n) & 1 =2* (mod n). A ciklushosszakat az hatarozza
meg, hogy mennyi a 2 rendje modulo n, azaz mi a legkisebb k, amelyre 2 =1 (mod n).
Masképpen, ez a minimélis k£ a 2 rendje a Z, csoportban (és ekkor a ciklusok szama
p(n)/k). Akkor van egyetlen ciklus, ha a 2 generélja az egész csoportot (és ennek persze
sziikséges, de nem elégséges feltétele, hogy Z; ciklikus legyen).

. Szdmitsuk ki g*-et, g3-6t és g~ t-et, ha a) g=(12345678) b) g=(1234)(567).

Megoldds: a) g =(1357)(2468), ¢>=(14725836), ¢ '=(87654321).
b) ¢*> = (13)(24)(576), ¢>=(1432), g ' =(43231)(765),

. Mekkora a rendje a kovetkezé permutdcicknak? Melyek permutdcick pdrosak, illetve
pdratlanok?
a) (123)(4567)(89) b) (123)(234) c) (123)(34567)(567)

Megoldds: a) Ez diszjunkt ciklusok szorzatara van bontva, igy a rendje a ciklushosszak
legkisebb ko6z6s tobbszordse, ami 12. Paros a permutéicié, mert egy péros és két
paratlan permutacio szorzata (egy k-ciklus akkor paros permutécio, ha k paratlan).

b) Irjuk fel a diszjunkt ciklusfelbontasat: (13)(24). Ebbél latszik, hogy a rendje 2,
a paritasa pedig akar az eredeti megadasabol is leolvashato: két paros permutéacio
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c)
a)
b)
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szorzata, ezért paros, de az ajbol is: az elGallitasaban paros a paros hosszisagu ciklu-
sok szama, ezért a permutéicié paros.
Diszjunkt ciklusfelbontasban: (1246573), ezért a rendje 7, és a permutacié paros.

Milyen rendd elemek vannak Sy-ben, Ss-ben, As-ben?

Van-e Sa1-ben, illetve Agq-ben 210-edrendd elem? Hat 25-6drendd?
Hdny hatodrendd elem van Sg-ban, és hdny negyedrendd van Ag-ban?
Bizonyitsuk be, hogy As-nek nincs hatodrendi részcsoportja.

Megoldds: a) A rendet a ciklusszerkezet donti el, ami Sy-ben 4, 34+1,2+2, 2+ 1+ 1 és

1414141 lehet, igy a rendek 4, 3, 2, (még egyszer 2,) és 1. Ss-ben a ciklusszerkezetek:
5,441,342, 34+1+1,24+2+1,24+1+1+16és14+1+1+1+1, tehat a rendek 5,
4,6, 3,2 és 1. A ciklusszerkezetek koziil az 5, 3+1+1,2+24+1és1+14+1+1+1
ad paratlan permutaciot, ezért As-ben a rendek 5, 3, 2 és 1.

210 = 2-3-5-7, tehat ahhoz, hogy egy elem 210 rendii legyen, kellenek olyan ciklusok a
ciklusfelbontasaban, amelyek 2-vel, 3-mal, 5-tel, illetve 7-tel oszthatok (lehet ugyanaz
tobbel is), és minden ciklus hosszénak osztania kell a 210-et. Ilyen nyilvan van So;-
ben, mert 243+ 5+ 7 = 17 < 21, tehat egy diszjunkt 2-ciklus, 3-ciklus, 5-ciklus és
7-ciklus szorzata megfelel. Ez igy paratlan permutécio, de belefér még egy 2-ciklus,
és akkor mar péaros lesz, tehat Asq-ben is van 210-edrendi elem. 25-6drendi elemhez
viszont kell egy 25-ciklus a ciklusfelbontésba, tehéat olyan nincs Ss;1-ben sem.

A 6-odrent elem vagy egyetlen 6-ciklus, vagy van benne kiilon egy 2-vel és egy 3-mal
oszthato rendd ciklus (s mivel a hosszak osztjak 6-ot, ez pontosan 2 és 3 hosszisagu
lesz), ennél tobb pedig nem fér bele egy 6 elemen hato permutacioba. Tehat a ciklus-
felbontas 6 vagy 3+ 2+ 1, és az ilyen elemek széma 5!+ 6 - (3) - 2 = 120 4 120 = 240
(a 6-ciklusnal rogzithetjiik a ciklus els§ elemét, és a maradék 5 elem permutécioi
mind kiilénb6z6 permutaciot adnak, a masodiknal 6-féle lehet a fixpont, (g)—féle a
transzpozicid, és a maradék harom elem két lényegesen kiilonb6z6 3-ciklust adhat).
4-edrendiihoz kell egy 4-ciklus, és azon kiviil a ciklusok hossza 4-nek osztoja kell,
hogy legyen, tehat ha egy 8 elemen hat6d paros permutaciot keresiink, ezt csak egy
4-ciklussal vagy egy 2-ciklussal egészithetjiik ki. A 4 4 4 ciklusszerkezetdi elemek
szama (Z) -3 3! % = 1260 (kivalasztjuk, hogy melyik négy legyen az egyik 4-
ciklusban, a két 4-ciklusban az egyértelmiiség kedvéért a legkisebb elemet irva elére,
3!-féleképpen rendezhetjiikk az elemeket, viszont a két 4-ciklusnak kétféle sorrendje
ugyanazt a permutéciot adja, ezért leosztunk 2-vel), a 4+2+1+1 ciklusszerkezetieké
pedig (i) . (;1) - 3! = 2520, tehat Ag-ban 3780 darab 4-edrendd elem van.

Ha H < A4 rendje 6, akkor H-ban van 3-adrendii elem a Cauchy-tétel miatt. (Vagy a
Cauchy-tétel nélkiil azt is mondhatjuk, hogy az 1/3. feladat szerint nem lehet minden
elem rendje 1 vagy 2, mert akkor H kommutativ lenne, és a 2/4.,5. miatt a rendje 2-
hatvany lenne. Masrészt A4-ben csak 1, 2 és 3 rendii elemek vannak.) Ez csak 3-ciklus
lehet, feltehetjiik (sziikség esetén az elemek atszamozasaval), hogy g = (123) € H.
Viszont az ez altal generalt részcsoport H-ban 2 indext, tehat normaloszto. De 2 | |H|
miatt H-ban van masodrendd elem is, ami csak 2 + 2-es ciklusszerkezeti lehet. Ez
az 1,2,3 elemek koziil valamelyik kett&t feleseréli, feltehets, hogy épp az 1,2-t (g-t
elforgatva is felirhatjuk), azaz h = (12)(34) € H. De h™lgh = (214) ¢ (g), ami
ellentmond annak, hogy (g) <H.



