Algebra 1. 8. feladatsor 2022. oktober 27.

1. Keressiink
a) p-Sylow-részcsoportot Sy-ben;
b) 2-Sylow-részcsoportot Sy-ben és Sg-ban!

Megoldds:  a) p! csak a p els6 hatvanyaval oszthato, ezért az S, p-Sylowja csak p-edrendd
lehet, ez pedig egy tetszbleges p-ciklus altal generdlt csoport.

b) |S4| = 24 = 8- 3, igy a 2-Sylowja 8-adrenddi. Ha Dy-et a négyzet négy cstucsan

haté permutéciocsoportnak tekintjiik (a cstucsok permutacidja meghatéarozza az egy-
bevagosagot is), akkor Dy < Sy, és 8-adrendi, tehat 2-Sylow-részcsoport, megad-
hato példaul mint ((1234),(12)(34)), illetve ennek konjugaltjai, amelyek a négyzet
cstucsainak méas szamozasaihoz tartoznak.
Se-ban 16-odrendi részcsoportot kell keresniink. Az Sy 2-Sylowja természetesen Sg-
ban is benne van. Ezt viszont centralizalja a t6le diszjunkt részcsoportot generald (56)
ciklus, igy ((1234), (12)(34), (56)) = ((1234),(12)(34)) x ((56)) = D4 x Cs 16-elemd,
tehat 2-Sylow Sg-ban.

2. Hany eleme van a Zo folotti 3 x 3-as invertdlhatd mdatrizok csoportjinak, GLs3(Zs)-nek?
Adjuk meg ennek a csoportnak egy 2-Sylow-részcsoportjdt.

Megoldas: Egy 3 x 3-as métrix pontosan akkor invertalhato, ha a harom sora fiiggetlen.
Tehat G Lo(Z3)-nak annyi eleme van, ahanyféleképpen ki lehet valasztani harom fiiggetlen
vektort Zg—bél. Az els6 sor barmely nem nulla vektor lehet, tehat 23 —1 = 7-féle, a méasodik
sor nem lehet ennek skaldrszorosa, igy ennek a kivilasztésara 23 — 2 = 6 lehetSség van,
végiil a harmadik barmi lehet, ami nem fligg ettsl a két fliggetlen vektortol, s mivel ezeknek
22 = 4 kiilénb6z6 linearis kombinacioja van, a harmadik sor 23 — 22 = 4-féle lehet. Tehat
168 = 23 .3 .7, igy a csoport 2-Sylowja 8-elemfi. Ilyen méretii részcsoportot viszont
konnyen taldlunk: az invertalhato fels6 haromszégmatrixok nyilvan részcsoportot alkotnak,
és ezekbdl éppen 8 darab van (az atlos elemek csak 1-ek lehetnek, és a f6lotte levs harom
mindegyike 0 vagy 1).

3. Legyen P € Syl,(G). Bizonyitsuk be, hogy az aldbbi dllitdsok ekvivalensek.
(i) P<G;

(i) [Sylp(G)| = 1;
(iii) P tartalmazza G-nek minden p-hatvdnyrendd részcsoportjdt;
Megoldds: (i) = (ii): A Sylow-tételek szerint P-t mindegyik p-Sylowba el lehet konjugalni,
viszont ha P normaéalosztéja G-nek, akkor P minden konjugaltja énmaga, igy Syl,(G) =
{P}.
(19) = (ii7): Az els6 Sylow-tétel erésebb valtozata kimondja, hogy barmely p-részcsoportot
tartalmazza valamelyik Sylow-féle p-részcsoport. De a (i) szerint csak egy p-Sylow van,
igy P tartalmazza az Gsszes p-részcsoportot.
(#i1) = (i): P minden konjugéltja p-hatvanyrendid részcsoport, tehat a feltevés szerint
benne van P-ben. Ez épp azt jelenti, hogy P < G.

4. A Sylow-részcsoportok vizsgdlataval bizonyitsuk be, hogy minden 91-edrendid csoport cik-
likus.

Megoldads: Legyen |G| =91=7-13,és P; € Syl7(G), Pi3 e Syllg(G)
Mivel |Syl7(G)| =1 (mod 7) és osztdja 13-nak, |Syl;(G)| = 1, és igy P; < G. Ugyanigy
|Syli3(G)| =1 (mod 13) és osztdja 7-nek, tehat |Syli5(G)| =1, és igy Pi3<G. De a P;

. . . . . y . ;|| P
és Py3 normélosztokra P; NP3 = 1, mert relativ prim rendtiek, és |P; P3| = % =
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91 = |G| miatt P;Pi3 = G, tehat G = P; x Pi3 & C7 x C13 = C9, ahol kihasznaljuk, hogy
P7 és Pi3 primrend, tehat ciklikus, és hogy relativ prim rend ciklikusok direkt szorzata
maga is ciklikus (a komponensek generatorelemei szorzatanak rendje az egyes komponensek
rendjének legkisebb kozos tobbszorose, de ebben az esetben szorzata, és az éppen a teljes
csoport rendje).

. Bizonyitsuk be, hogy G nem lehet egyszeri, ha |G| = 56, 80 vagy 30.

Megoldas: Ha |G| = 56, és P € Syl;(G), akkor |Syl7(G)| =1 (mod 7), és |Syl;(G)]| |
|G : P| = 8 miatt |Syl7(G)| = 1 vagy 8. Az els6 esetben P <G, tehat G nem egyszert.
Ha viszont 8 darab 7-Sylow van, akkor — mivel ezek primrendd csoportok, tehat nem
metszhetnek egymasba — a 7-Sylowok Osszesen tartalmaznak 8 - 6 = 48 darab 7-edrendi
elemet. Igy G-ben legfoljebb 56 — 48 = 8 nem hetedrendii elem van. Tetszéleges 2-Sylow
csak ebben a 8-elemt halmazban lehet benne, de a 2-Sylowok is 8 elemtiek, ezért ezek mind
megegyeznek, azaz a 2-Sylow normaloszté. Igy arra jutottunk, hogy ebben az esetben sem
egyszeri a G csoport.

Ha |G| = 80, akkor |Syl5(G)| =1 (mod 5), és |Syl5(G)| | 16, ezért |Syls(G)| = 1 vagy
16. Ugyanigy, mint az el6z6 esetben, vagy azt kapjuk, hogy az 5-Sylow norméloszto, vagy
elemszamlalassal latjuk, hogy az 5-6drendi elemek lefednek 64 elemet a 80-bol, tehat a
maradék 16-elemd halmazba mar csak egy 2-Sylow fér bele, ezért ilyenkor a 2-Sylow lesz
normaloszto.

Ha |G| =30 = 2-3 -5, akkor |Syl5(G)| =1 (mod 5), és |Syl5(G)| | |G : P| = 6 miatt
|Syls(G)| = 1 vagy 6. Az els6 esetben az 5-Sylow normaéloszt6. A masodikban az el§z6
esethez hasonléan azt kapjuk, hogy G-ben 6 - 4 = 24 6t6drendd elem van, ezért az Osszes
3- és 2-Sylow benne van egy 6 elemii részhalmazban. De ha a 3-Sylow nem normaloszto,
akkor a |Syls(G)| = 1 (mod 3) feltétel miatt, legalabb 4 darab 3-Sylow van, azoknak
pedig (mivel ezek is prim elemszamuak, és igy diszjunktak) Osszesen legalabb 4 -2 = 8
harmadrendd eleme lenne, ami nem fér el a hatelemd halmazban. Tehat az 5- vagy a
3-Sylow norméloszto.

. Legyen H < G, ahol |G : H| = n. Bizonyitsuk be, hogy ekkor G-nek van olyan homo-

morfizmusa Sy,-be, amelynek magja a H-ban van. (Szdimozzuk meg a H mellékosztdlyait
az 1,2,...,n elemekkel (i — Hg;), és eqy x € G-nek feleltessiik meg azt az o permutdcidt,
amelyre ia = j < (Hg;)x = Hg;.)

Megoldds: Legyen { g1, g2,...,9n } egy teljes reprezentansrendszer a H mellékosztalyaibol,
azaz a H kiilonb6z6 mellékosztalyai Hgy = H, Hgs, ..., Hg,. Egy x € G elemhez rendelje
hozza a ¢ : G — S, leképezés az {1,2,...,n} halmaznak azt a permutaciojat, amely i-t
akkor viszi j-be, ha Hg;x = Hg;. Ez nyilvin homomorfizmus S,-be, ugyanis Hg;(zy) =
(Hg;x)y. Ha x € Kery, akkor Hg;xz = Hg; minden i-re, specidlisan i = 1-re Hx = H,
amibdl x € H kovetkezik. Ezért Kerp < H.

Bizonyitsuk be, hogy eqy 36-odrendd csoport nem lehet eqyszeri.
Megoldds: Ha |G| = 36 = 2232, akkor G 3-Sylow-részcsoportja 9-elemt, tehat 4 indext
részcsoport, legyen ez P3. Az el6z6 feladat szerint van olyan ¢ : G — S; homomorfizmus,
amelynek magja a Ps-ban van, tehat nem a teljes G, masrészt Ker ¢ # 1, mert G/ Ker ¢ =
Imp < Sy, és |G| > 24 = |Sy|. Tehat Kerp valodi norméloszto, és igy G nem lehet
egyszerd.

a) Bizonyitsuk be, hogy A,-nek nincs n-nél kisebb indexd valddi részcsoportja, ha n > 5.

b) Bizonyitsuk be, hogy S,-nek az egyetlen n-nél kisebb indexd valddi részcsoportja az
A,, han >5.



Algebra 1. 8. feladatsor/3 2022. oktéber 27.

c) Van-e S, -ben, illetve A,-ben n indexd részcsoport?

Megoldds: a) Ha A,-ben H egy k indexi részcsoport, ahol 1 < k < n, akkor a 6. feldat
szerint létezne olyan ¢ : A,, — Sx homomorfizmus, amelyre Ker p < H. Masrészt
|A,| =2 > (n—1)! > k!, han > 3, tehat Ker ¢ # 1. Ez ellentmond annak, hogy 4,
egyszerd.

b) Elészor lassuk be, hogy S, normélosztoi n > 5 esetén csak 1, A4,, és S,,. Ugyanis ha

N valodi (nem 1 és nem a teljes csoport) normalosztd, akkor N N A, < A,, de 4,
egyszeri, igy N N A, = A, vagy 1. Az els6 esetben A,, < N < S, és |S,, : A,| = 2
miatt N = A,,. A méasodikban A, N = A,, x N < S,,, tehat N # 1 esetén |N| = 2, és
Sp = A, X N. Viszont akkor N < Z(S,,) = 1 ellentmondas.
Most a 6. feladat modszerét hasznalva (|S,| = n! > k! = |Sk| miatt) azt kapjuk,
hogy S,,-nek van H-beli nem trividlis norméalosztoja. k£ > 2 esetén ez ellentmond
annak, hogy S,,-nek csak a fent felsorolt 3 normalosztdja van. k = 2 esetén maga a H
normaéloszto, igy csak H = A,, lehet.

c) Igen, S,_1, illetve A,,_ ilyen.

9. Bizonyitsuk be, hogy a G csoport feloldhato, ha
a) |G| = pq; b) |G| = p3q; c) |G| = pqr, ahol p,q,r kilénbozd primek.
Megoldds:  a) Legyen p > ¢q. Ekkor a [Syl,(G)| =1 (mod p) és |Syl,(G)| | q feltétel
miatt |Syl,(G)| = 1, tehat a p-Sylow normaloszto.

b) Ha p > ¢, akkor az el6z6 esethez hasonloan azt kapjuk, hogy a p-Sylow normaloszto.
Tegyiik fel most, hogy p < q. Ekkor |Syl,(G)] =1 (mod q), és |Syl,(G)| | p*. Ha
|Syl,(G)| = 1, akkor a ¢-Sylow norméaloszto. |Syl,(G)| nem lehet p, mert 1 < p < q.
Végiil ha |Syl,(G)| = p?, akkor dsszesen p?(q — 1) = p?q — p? darab g-adrendi eleme
van G-nek, igy a tobbi elem egy p? rendi részhalmazban van, s ezért csak egyetlen
p-Sylowja lehet G-nek, vagyis ebben az esetben a p-Sylow lesz norméloszto.

c) Feltehetjiik, hogy p > g > r. A p-Sylowok szdma oszt6ja gr-nek, de mivel 1 maradékot
ad p-vel osztva, sem ¢, sem r nem lehet. Tehat vagy norméloszt6 a p-Sylow, vagy
|Syl,(G)| = qr, és igy G-nek van gr(p — 1) = pgr — qr p-edrendd eleme, és az Osszes
g- és r-Sylow benne van a maradék qr elemii részhalmazban. Ha a ¢-Sylow nem
norméloszto, akkor legalabb g+1 ¢g-Sylow van G-ben, és igy van legalabb (¢+1)(¢—1) =
q*> — 1 darab g-adrendii elem. Viszont ¢ —1 > ¢®> —q = q(¢ — 1) > gr, tehéat ennyi
nem fér el a ¢r elemd részhalmazban. Tehat ekkor a g-Sylow lesz normaélosztoé.
(Valojaban a mésodik esetben is normaloszté a p-Sylow, ugyanis ha Syl,(G) = {Q },
akkor a G/Q csoportnak az a) rész szerint normaéloszt6 a p-Sylowja. Ennek a p-
Sylownak az &sképe N < G, amelyre |[N| = pg. Viszont N-nek szintén az a) rész
szerint normaloszto a p-Sylowja, P, és és minden g € G-re P9 < N9 = N miatt P9 is
p-Sylowja N-nek, tehat P9 = P. Vagyis P<G.)

Hf1. Legyen G egy 140-edrendid csoport. Bizonyitsuk be, hogy G-nek legaldbb két Sylow-
részcsoportja mormdloszto! Ezt felhaszndlva ldssuk be, hogy G-ben van 35-ddrent elem.

(8 pont)
Hf2. Bizonyitsuk be (Burnside-tétel nélkil!), hogy ha p prim, és |G| = 8p, akkor G feloldhato.
(8 pont)



