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Algebra 2. 8. feladatsor 2012. &prilis 13.

. Az R egységelemes kommutativ gytirtiben definidljuk az ideilok kozotti oszthatosagot az

A| B & B C A feltétellel. Mi a legnagyobb kozos oszto, a legkisebb kozos t6bbszoros,
irreducibilis elem, egység, relativ prim elempar erre az oszthatosagra nézve? Mutassuk

meg, hogy Dedekind-gytiriiben ez az oszthatosag ekvivalens azzal, hogy B = AC valamilyen
C ideélra.

. Legyen R Dedekind-gytri, A, B,C < R. Bizonyitsuk be, hogy

a) ha C # (0), akkor AC C BC < A C B;
b) AN(B+C)=ANB+ANC;
c) ANB+C=(A+C)n(B+C).

. Legyen R =Z[v—-5].

a) Adjuk meg 6-nak két (lényegesen) kiilonb6z8, irreducibilis elemekre val6 felbontasat
R-ben.
b) Adjuk meg a (6) idedlnak a primidealokra valé felbontasat R-ben.

. Legyen R Dedekind-gytirt, A, B < R. Bizonyitsuk be, hogy ha A és B relativ primek, és

¢,d € R, akkor van olyan x € R, amire z = ¢ ((mod A)) és z = d ( (mod B)). Mondjuk ki,
és lassuk be az allitas megfelelGjét Ay, Ao, ..., A, paronként relativ prim idealokra (Kinai
maradéktétel).

. Legyen R Dedekind-gytirti, A, B<R, (0) # BC A, és A=P"---P'*, B=P/" -.-P"*

az A és B primtényez6s felbontasa. Mutassuk meg, hogy van olyan a eleme A-nak, amelyre
a ¢ P! minden i-re, és hogy ezzel az a elemmel A = B + (a).

. Bizonyitsuk be, hogy Dedekind-gytriiben minden ideil generalhato legfeljebb két elemmel.
. Legyen R = K™*" egy K (ferde)test folotti matrixgytri. Csupan R gytirtimiiveleteinek

ismeretében hogyan hatarozhatjuk meg n-et és K-t, ha
a) K (kommutativ) test;
b) K ferdetest?

Bizonyitsuk be, hogy két primideal metszete csak akkor primideal, ha a két ideal koziil
valamelyik tartalmazza a masikat.

Legyen R kommutativ Noether-gytirt, és tegyiik fel, hogy I < R nilideil, azaz minden
x € I-re van olyan n, hogy =" = 0. Bizonyitsuk be, hogy ekkor I nilpotens, vagyis van
olyan m, hogy I = 0.



