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. Legyen a az x*> — x + 1 € Q[z] polinom egyik gydke.

a) Hdny dimenzids Q(«) mint Q félétti vektortér?

b) Bizonyitsuk be, hogy o és o linedrisan sszefiiggnek ebben a vektortérben.
Megoldds: a) 2 dimenzids; {1, a } bazisat adja a vektortérnek.

b) a?’=a-1,a*=a?—a=-1,a%=1,a"=q.

. Bizonyitsuk be, hogy Q[x]/(z? — 2) = Q[z]/(z? — 2z — 1).
Megoldds: Mindkét polinom irreducibilis, és az elsének v/2, a masodiknak 14 /2 az egyik

gyoke, tehat az elsé test Q(v/2)-vel, a masodik Q(1 + v/2)-vel izomorf, és C-ben ez a két
résztest nyilvinvaldéan egybeesik, igy izomorfak a feladatban megadott testek is.

. Hdnyadfoki a Q(iv/3), illetve a Q(i + /3) bévités Q folétt?
Megoldds: i\/3 gyoke az 2% 4+ 3 irreducibilis polinomnak, tehat a vele valo bévités
méasodfok.

A miésodik bévités nyilvan benne van Q(v/3,4)-ben. Masrészt, ha o = i + /3, ak-
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kor o — v/3 = 4, amibsl —1 = a? 4+ 3 — 2v/3a, tehat V3 = a2+ € Q(«a), és ebbsl

«

i = a—+3 € Q(a) is kovetkezik, tehat Q(i + v/3) = Q(v/3,i). Az utébbi két bévités
egymasutanjaval kaphaté meg: Q < Q(v3) < Q(v3,4). A Q(v/3)|Q bévités nyilvan
mésodfoki (v/3 miniméalpolinomja Q f6l6tt 22 —3), a masodiknal i gyoke az 2241 polinom-
nak, tehat a bévités legféljebb masodfoki, elséfokt viszont nem lehet, mert Q(v/3) < R,
mig i ¢ R. Tehat (Q(i ++/3): Q) =2-2 = 4.

. Adjuk meg cos 20° minimdlpolinomjdt Q folott.

Megoldds: A cos3x = 4 cos® x — 3 cos = 6sszefiiggésbdl o = cos 20°-ra 4a —3a = cos 60° =
%, tehat o gyoke a 823 — 62 — 1 polinomnak. Ez nyilvan irreducibilis, mert harmadfoki, és
nincs gyoke Q-ban (a racionalis gyokteszt szerint csak a £1, i—%, ii, ﬂ:% johetnek szoba).
Tehat 822 — 62 — 1 az a minimalpolinomja.

. Szdmitsuk ki a kévetkezd testbovitések fokait Q folott!

o) Q(W2) b)) Q(V2) ¢ QW2+VA) 4 QV2+VE) e Q(V2+V2)

Megoldds: a) Méasodfoki, mert 22 — 2 irreducibilis.

b) Harmadfokt, mert 2° — 2 irreducibilis polinom (pl. a Schénemann—Eisenstein-krité-
rium miatt).

c¢) Legyen o = /2++/4. Ekkor o® = 24+3+v/16+3/32+4 = 64-6/2+6V/4 = 6+6a, tehat
a gydke az 2 — 6x — 6 polinomnak, amely a Schénemann-Eisenstein-kritérium szerint
irreducibilis, tehat a-nak minimélpolinomja. Kovetkezésképpen a bévités harmadfoki.
(Masképp: belathatjuk, hogy Q(a) = Q(V/2).)

d) Legyen oo = v/2++/3. Belatjuk, hogy Q(a) = Q(v/2,v3). Az elébbi nyilvan benne van
az utébbiban, tehat csak a forditott tartalmazast kell megmutatni. Az o — V2 =13
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V3 € Q(a) is igaz. A Q < Q(v2) < Q(v2,v/3) bévitéssorozatbol, az els nyilvan
mésodfoki, a masodik legféljebb masodfoki, és pontosan méasodfoki, ha v/3 ¢ Q(v/2).
Az utoébbi pedig igaz, mert V3 = a + bv/2 (a,b € Q) esetén 3 = a? + 2b% + 2ab\/2,

egyenletet négyzetre emelve a v/2-t kifejezhetjiikk a-val: v/2 =
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és a feliras egyértelmiisége miatt ekkor ab = 0, a? + 2b* = 3 adédik, aminek kénnyen
ellendrizheten nincs racionalis megoldasa. Tehat (Q(«) : Q) =2-2 =4.

e) Legyen a = /2 + /2. A bévités nyilvin benne van a Q(+/2) testben, ami Q-nak
6-odfokti bévitése (a minimalpolinom % — 2, ami a Schénemann-Eisenstein-kritérium
miatt irreducibilis). Méasrészt az a—/2 =2 egyenletet kobre emelve a V2-t ki tudjuk
fejezni o racionalis egyiitthatos racionalis tortfiiggvényeként, ezért /2 € Q(«), ebbél

V2 € Q(a), és V2 =2/V/2 € Q(a). Tehat Q(a) = Q(/2), és a foka Q folstt 6.

6. Legyen a az 2 — 222 + x + 1 polinom egyik gydke. Adjuk meg o — 1 reciprokdt o legfoljebb
mdsodfokiu polinomjaként!

Megoldds: 0 =a® -2 +a+1=ala-1)?+1,igy 0 = a(a — 1) + (o — 1)}, azaz
(a—1)"1'=-a’+a.

Altalanosabb modszerrel megoldhatjuk tugy is, hogy keressiik azt az ismeretlen
egyiitthatés Aa? + Ba + C polinomjat a-nak, amelynek az o — 1-gyel vett szorzata 1:
1= (A4a®?+Ba+C)a—-1)= A+ (B—-A)a?+ (C - B)a—-C = A2a? —a —1) +
(B—A)a?+(C—-B)a—C=(A+B)a?>+(—A—B+C)a—(A+C),amiaz A+ B =0,
—A—B+C =0¢é A+ C = —1 egyenleteket adja, és az egyenletrendszer megoldasa
A=-1,B=1,85C =0,

7. Hanyadfoki az F/K bévités, ha F az f felbontdsi teste, és

a) K=Q, f=2°-1 b)) K=Q, f=2%-2
c) K=TF;, f=25-1 d K=F;s, f=a0-2

Megoldds:  a) Elég egyetlen primitiv hatodik egységgyokkel béviteni, és annak a mi-
niméalpolinomja a hatodik kérosztasi polinom, amelynek a foka ¢(6) = 2 (a polinom
egyébként 22 — z + 1). Tehét a felbontasi test 2-odfoki Q f6l6tt.

b) A Q-hoz adjungalandé gyckok v/2, és ennek a 6-odik egységgyokszordsei, tehat ezek
hanyadosaként a hatodik egységgyokdk is belekeriilnek a felbontasi testbe. A valds
6-odik egységgyokkel valo bovités 6-odfokt (2° — 2 a minimalpolinomja), de ez még
R-ben van, tehat a primitiv 6-odik egységgyok adjungalasa ef6lott még egy masodfoka
bévitést jelent, és ezzel az x6 — 2 Osszes gydke belekeriil a bévebb testbe. Tehat a
bévités foka 6 -2 = 12.

c) Az F; 6sszes nem 0 eleme kielégiti az 2° = 1 egyenletet (elemei a 6-odrendt multip-
likatfv csoportnak), és ennél tébb gyoke az 2 — 1 polinomnak nem is lehet, tehat a
felbontasi test maga az F7, a b6vités foka pedig 1.

d) Fs-ben 2 nem négyzetszam, de kobszam: 33 = 2, igy 2% — 2 = 26 — 33 = (22 —
3)(x* + 322 +9). Az utébbi polinom szintén felbonthaté: x? + 322 +9 = 2% — 622 +
9+92%2 =2t —622+9—2? = (22 -3)2 -2 = (@ -2 - 32>+ 1 —-3). A
kapott harom méasodfokd polinom mindegyike irreducibilis (mivel masodfokuak, elég
ellendrizni, hogy nincs gyokiik Fs-ben). Viszont az els6 polinom egy gyokével bévitve,
a tobbiek gyokei is belekeriilnek a bévitésbe (ha az els6 gydkeit ++/3-mal jeldljiik,
akkor a mésik ketté (£1 4 1/3)/2 (a 2-vel val6 osztés Fs-ben értelmezve van)), tehat
a felbontasi test foka 5 folott 2.

8. Legyen f(z) = 2* + x + 1 € Fylz]. Irreducibilis-e ez a polinom? Ha f(0) = 0, ahol 0 az f
felbontdsi testének eleme, akkor mennyi lehet 0 rendje a test multiplikativ csoportjaban?
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Megoldds: x* + x + 1 irreducibilis, mert nincs gyoke Fo-ben, és masodfoku irreducibilisek
szorzataként csak az (z2+x+1)2 = 2* +22+1 4ll el§, ugyanis F, f616tt egyetlen masodfoki
irreducibilis polinom van. A felbontasi test 2* = 16 elemt, a multiplikativ csoportja 15
elemii, tehat 6 rendje osztoja 15-nek. Viszont 02 # 1, mert akkor kisebb fokii lenne a
miniméalpolinomja, és 6% = 62 4+ 0 # 1, igy 0 rendje csak 15 lehet.

. Legyen o az 23+ x + 1 polinom egyik gyéke Fo fil6tt, és legyen K = Fo(a). Irreducibilis-e

az x? + x + a polinom K folott?

Megoldds: Mivel az z? + = + o polinom masodfoki, elég megnézni, hogy van-e gydke
K = Fy(a)-ban. Ha Aa? + Ba + C gydke ennek a polinomnak, akkor 0 = (Aa? + Ba +
C)?+(Aa?+Ba+C)+a = A%a*+ B%2a? +C? + Ac®’ + Ba+C+a = Aa* + Ba? +C +
Ao’ +Ba+C+a=A(c?+a)+Ba?+C+ Ac? +Ba+C+a=Ba?>+ (A+ B+ 1)q,
amibsl A =1, B =0, és C tetsz6leges. Tehat az 22 + = + « polinom gydkei o? és o + 1
mind K-ban vannak, ezért a polinom nem irreducibilis K folott.

Lissuk be, hogy ha L|K algebrai testbévités, és az R gyirire K < R < L, akkor R test!

Megoldds: Tetsz6leges 0 # a € R elem algebrai K f616tt, igy K (o) mint az L részteste o
K f6l6tti polinomjaibdl &ll, és igy K(a) < R. Viszont 1/a € K(«), tehat R-nek minden
nem 0 eleme invertalhato, vagyis R test.

Legyen K tetszdleges test, K(t) pedig K-nak egy egyszerd transzcendens bdvitése. Legyen
K < M < K(t). Bizonyitsuk be, hogy K (t) algebrai bévitése M -nek!

Megoldds: Legyen ¢ € M \ K. Ekkor ¢ = f(t)/g(t) valamely f(z),g(z) € K[x] nem 0
polinomokra. Ebbél azt kapjuk, hogy t gyoke a h(x) = f(z) — cg(x) € M[z] polinomnak.
Azt kell csak belatni, hogy ez nem 0 polinom. Legyen a € K az f(x), b € K a g(x) polinom
féegyiitthatoja. Ha deg f > degg, akkor h(z) f6egyiitthatéja a, ha deg f < degg, akkor
—cb, nyilvan egyik se 0. Végiil ha deg f = degg = n, akkor az x" egyiitthat6ja h-ban
a — cb, és ez sem 0, ugyanis kiilonben ¢ = a/b € K lenne.

Hatdrozzuk meg a Q(+/3 — \/2) testbévités fokdt Q folott!

Legyen o az x° + x — 1 polinom egyik gydke Fs folott, és K = F3(a). Hatdrozzuk meg az
22 4+ 1 polinom dsszes gyokét K -ban mint az o linedris polinomjdt!

Tegyiik fel, hogy o, B € L elemekre o + (8 algebrai, af pedig transzcendens a K résztest
folétt. Hdany lehet algebrai az o, B és o + o kéziil?



