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@1<BA

α C�D x2 − x + 1 ∈ Q[x] EGFIHKJ A F
L <�>
@ JNM >
@*O M <2P
CBQ(RTS AG@VU J�L <BA D�JXW�Y Q(α) LZJ AG[ Q \ O H O
[5[ J^] < M [ FI_ [?` _bac QedfJgD2F A�@Ih�[ YjibM c <lknm F >
@ α7

` Y α HKJ Ao< S
_jJ�Y"C A%O YlYlD < \jp >2>
Aq< M < c2c <�A Cr] < M [ FI_ [?` _ c <�AsPt <�> FIH U SIY"u vbw 2 x�y{z}|"~��"y{���"� { 1, α } ���9�"y{���
��v9x2��v�v��1|B�b���9��������~�|B�q�
�qw α2 = α − 1 � α3 = α2 − α = −1 � α6 = 1 � α7 = α �

� � dfJgD2F AG@Ih+[ YjibM c <jk4m F >
@ Q[x]/(x2 − 2) ∼= Q[x]/(x2 − 2x − 1)
P

t <�> FIH U SIY"u%��y{~�x��1�B���s����y{~���z�y�����|"x����"y��Gy��{y��"�b�"��v9��|B������~�|B� √
2 ��v z¡�9�¢��x�y{��~Gv
� 1+

√
2 v9�£|"¤9¥�y��

¤9¥1¦9�1|9�q��|B§G�
�¨v9��|B�����©��|"�¢� Q(
√

2) ªX�1|"�5�«v¡z¡�9����x�y�� Q(1 +
√

2) ª¬�1|"�y��B��z}�9��®��q�"� C ªX�q|B~¯|"��v}�1�B�
���"�¢�B��|"�¢��~*¥�y����9�9~1�9v9�{�1v9~°|"¤9¥b�q|"|B��y{�s��±�¤9¥©y��B��z}�9��®�v
�Vv�®N|B�gv9xGv
����v9~²zr|"¤1v9x��9������|"�'��|B�Vy��"�

³ � RTS AG@ C U \´FIM�µ¶C Q(i
√

3)
k J�HNH <B[ ] < C Q(i +

√
3)

cj· ] h�[?` Y Q \ O H OI[¬[ at <�> FIH U SIY"u i
√

3 ¤9¥1¦9�1|¸v9� x2 + 3 y�����|"x����By{�Gy��{y��%�s����y{~���z}~Gv
�q�8��|"§G�
�ev¹�1|"��|º�9v9�{�»�q�2��±����"�
z¡�9���bx�®N�9��¼o�½ z¡�9���bx�y{�¯�q�2��±{���"�8~*¥�y����9�9~e�q|B~�~�|V�
v9~ Q(

√
3, i) ª¬�q|"~o�����9�¢���"�¢�B�´�4§Gv α = i +

√
3 �nv
�*ª

�1�9� α −
√

3 = i �fv9z}y��q��� −1 = α2 + 3 − 2
√

3α ����|"§G�
� √
3 =

α2 + 4

2α
∈ Q(α) ���"�¡|����q���

i = α −
√

3 ∈ Q(α) y��Z�1¦��1|B�¢�1|"�"y{�s�¾��|"§G�
� Q(i +
√

3) = Q(
√

3, i) � ½ �©�����9���Gy��1�B�Z�q�2��±����"�
|"¤9¥�z¡�9�����l�9~2���´�9v9�¿�
v
�G§Gv
���Àz}|B¤�Á Q ≤ Q(

√
3) ≤ Q(

√
3, i) � ½

Q(
√

3)|Q �q�2��±����"�V~*¥�y����9�9~
z¡�9���bx�®N�9��¼VÂ √3 z}y{~�y�z¡�9���q����y{~���z¿��v Q ®N¦���¦9�¢� x2−3 w��1v�z}�9����x�y���~G�9� i ¤9¥1¦9�1|�v9� x2+1 �s����y�~���z�ª
~Gv
�q�q��|"§G�
��v¡�s����±{���B�¨�{|"¤�®N¦�� ��|����(z¡�9���bx�®N�9��¼o�q|B������®N�9��¼���y����"��~1�¨~�|"zÃ��|B§�|B�´�«z}|B��� Q(

√
3) ≤ R �

z}±{¤ i /∈ R ��Ä=|"§G�
� (Q(i +
√

3) : Q) = 2 · 2 = 4 �
Å �;Æ�U'Ç ibM�L <�> cos 20◦ LZJ A J�LrS
H EGF
HKJ A FIL Ç S [ Q \ O H O
[5[?Pt <�> FIH U SIY"u ½ cos 3x = 4 cos3 x−3 cos x ¦������"|"®NÈ�¤�¤��B�¢�q��� α = cos 20◦ ªX��v 4α3−3α = cos 60◦ =

1

2
�1��|"§G�
� α ¤9¥1¦9�1|�v 8x3−6x−1 �q���{y�~���z}~Gv
�s�É��£~*¥�y��{�
�9~}y�����|"x����"y��Gy��{y��"�bz}|B���n§Gv
��z¡v9x�®N�9��¼o�b�"�

~�y�~��B��¤9¥1¦9�1| Q ªX��v9~ÊÂ5v��lv9�"y{��~G�9��y��£¤9¥1¦9����|B���B�£���"|B��y{~*���"��v
�°v ±1,± 1

2
,± 1

4
,± 1

8
��¦�§�|B��~�|��²���"�9��vbw��

Ä�|"§G�
� 8x3 − 6x − 1 v9� α z}y�~�y{z¡�9�{�s����y�~���z���v��Ë �²Ì D´S9L h�[ Yji*M�M�J�CrM O ] <�[ M < D · [Í< Y [ cj· ] h�[?` Y < M�\´F�M�C
J [ Q \ O H OI[¬[?Î
CBQ Q(

√
2)

c Q Q( 3
√

2) ÏÍQ Q( 3
√

2 + 3
√

4)
U Q Q(

√
2 +

√
3)

< Q Q( 3
√

2 +
√

2)t <�> FIH U SIY"u vbw}�¯�9�¢��x�®N�9��¼o�Gz}|���� x2 − 2 y�����|"x����By{�Gy��{y��"�
�qw©Ð�v
��z}v9x�®N�9��¼o�«z}|B��� x3 − 2 y�����|"x����"y��Gy��{y����q����y{~���z Â+�G�¬�Zv°Ñ��l§�¦�~�|"z¡v9~�~bÒbÉ�y{��|"~��¢��|"y�~�ª¬����y�����ª

��y{��zÓz}ygv
����wl�
�Iw©ÔÕ|"¤9¥1|"~ α = 3

√
2+ 3

√
4 �Én�b�1�9� α3 = 2+3 3

√
16+3 3

√
32+4 = 6+6 3

√
2+6 3

√
4 = 6+6α �
��|"§G�
�

α ¤9¥1¦9�1|�v9� x3−6x−6 �s����y{~���z}~Gv
�q�1v9z}|B�{¥�v8Ñ��l§�¦�~�|"z¡v9~�~bÒbÉny���|B~��¢��|"y{~�ªX����y{���B��y���zÖ���"|B��y{~*�
y�����|"x����"y��Gy��{y��"����|"§G�
� α ª�~Gv
�¨z}y{~�y�z¡�9���q���{y�~���z¿��v��q×�¦��1|B�¢�1|"�"�"�¢�1�����q|"~ZvØ�q�2��±{���"�«§Gv
��z¡v9x�®N�9��¼o�
Â5���9�¢�1�����«Án�q|B�g�
��§Gv
�������s�G§���¤9¥ Q(α) = Q( 3

√
2) �Ùw

xsw©ÔÕ|"¤9¥1|"~ α =
√

2+
√

3 �ÚØ|B�g�
�������s��§���¤9¥ Q(α) = Q(
√

2,
√

3) � ½ �Û|"�{�9���Gy�~*¥�y����9�9~T�s|"~�~�|��9v9~
v9�������9���Gy{��v9~o�G��|"§G�
���"��v
�°vr®N�9��x�±{���9���£��v
���lv9��z}v9�´�9�¢���1|"�{�Õzr|"¤�zZ���lv
��~�y¬� ½ � α −

√
2 =

√
3

|"¤9¥1|B~���|B��|���~��"¤9¥��"|�����|8|"z}|B�{�1|8v √
2ªX�¿��y�®N|���|"�B§�|B����È�� α ª¬�9v9�5Á √2 =

α2 − 1

2α
∈ Q(α) �q�"�¿±{¤9¥

√
3 ∈ Q(α) y{��y{¤1v9�9� ½ Q ≤ Q(

√
2) ≤ Q(

√
2,
√

3) �s����±{���"�¢���9�����´v
���s���¬�^v9�¡|"�{���Ü~*¥�y����9�9~
z¡�9�¢��x�®N�9��¼o�9v�z}�9����x�y�� �{|"¤�®N¦�� ��|B����z¡�9���bx�®N�9��¼o�9�B��q��~1������v9~Zz¡�9���bx�®N�9��¼o�9§Gv √3 /∈ Q(

√
2) �½ �������9���Gy4�s|"x�y�¤¶y{¤1v9�9�Õz}|B��� √3 = a + b

√
2 Â a, b ∈ Q w�|"��|B���"~ 3 = a2 + 2b2 + 2ab

√
2 �
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�"��vr®N|"��±��l�9��|B¤9¥1�B����|"�{z������"¤�| zrygv
���f|B�b�1�9� ab = 0 � a2 + 2b2 = 3 v9x���x�y��q��v9z}y{~�|B�©�1¦�~�~*¥1|"~
|"�{��|"~��9��y��"§�|B����|"~²~�y{~��"�£��v9�"y���~G�9�{y��fz}|"¤�����xG�9��v��^Ä�|"§G�
� (Q(α) : Q) = 2 · 2 = 4 �

|Iw©ÔÕ|"¤9¥1|"~ α = 3
√

2 +
√

2 � ½ �s����±{���B��~1¥�y{�{�
�9~º�q|B~�~�|;�
v9~Àv Q( 6
√

2) ��|"�'���q|"~o�Ûv9z}y Q ªX~Gv
�
6 ªX��x�®N�9��¼}�q�2��±{���"��|8Â5v�z}y{~�y�z¡�9���q����y{~���z x6−2 ��v9z}y�v8Ñ��l§�¦�~�|"z¡v9~�~bÒbÉny���|B~��¢��|"y{~�ªX����y{���B��y���z
z}y�v
���«y{�¢��|"x����"y��Gy���y{��wl�=�¯�9�'���"���B�v9� α−

√
2 = 3

√
2 |"¤9¥1|"~���|���|B�Õ�1¦9����|n|Bz}|"�{�1|4v √2 ª¬�Õ��y9����x2�����

®N|���|B�"~�y α ��v9�"y���~G�9�{y��f|"¤9¥�È�����§Gv
�����£�lv9�By���~G�9��y{�f��¦9����®NÈ�¤�¤9�1�"~1¥1|B�1�"~1�´��|"�"�B��� √2 ∈ Q(α) ��|����q���
3
√

2 ∈ Q(α) ���"� 6
√

2 =
√

2/ 3
√

2 ∈ Q(α) �nÄ=|"§G�
� Q(α) = Q( 6
√

2) ���"��v�®N�9�9v Q ®N¦���¦9��� 6 �
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@1<BA

α C�D x3 − 2x2 + x + 1 EGFIHKJ A FIL <�>
@ JNM >
@*O M <´P�Æ�U'Ç i*M8L <�> α− 1 _ < Ï�J E�_lF�M9S [ α H <�> \ O H Ç´< c2c
LrSIY2F U \´F�MIµZEGF
HKJ A FIL Ç CIM `�AG[?Ît <�> FIH U SIY"u 0 = α3 − 2α2 + α + 1 = α(α − 1)2 + 1 �=±�¤9¥ 0 = α(α − 1) + (α − 1)−1 �v9�´v9�
(α − 1)−1 = −α2 + α �� ���lv9�g�9~�����v
��� z}�bx����"|B����|"�Üz}|"¤�����x�§Gv
�N�����Ó¼�¤9¥Óy��"�¯§���¤9¥ �1|B��|"���¢È�� v9�B�»v9� y���zr|B��|B���{|"~
|"¤9¥�È�����§Gv
����� Aα2 + Bα + C �q���{y�~���z¿���
� α ªX~Gv
�q��v9zr|"�{¥�~�|B�Êv9� α − 1 ª�¤9¥1|"���1|B�������"�9���´v
�lv 1 Á
1 = (Aα2 + Bα + C)(α − 1) = Aα3 + (B − A)α2 + (C − B)α − C = A(2α2 − α − 1) +
(B −A)α2 + (C −B)α−C = (A + B)α2 + (−A−B + C)α− (A + C) �Gv9zryqv9� A + B = 0 �
−A − B + C = 0 �B� A + C = −1 |B¤9¥1|"~���|B��|B�1|B�rv9x2��v��Û�"�}v9�;|"¤9¥1|"~��{|B����|"~�x��¢�"|B�¡z}|B¤�����xG�9��v
A = −1 � B = 1 �G�"� C = 0 �

� � RTS AG@ C U \´FIM�µ¶CID F/K
cj· ] h�[Í` Y k^m C F C�D f \ < H c F AG[ SIYjJ [Í< Y [Í<lkØ` Y

CBQ K = Q
k
f = x6 − 1

c Q K = Q
k
f = x6 − 2Ï'Q K = F7

k
f = x6 − 1

U Q K = F5

k
f = x6 − 2t <�> FIH U SIY"u vbw©Én���"¤(|B¤9¥1|B����|B~ ����y�z}y���±{�Ê§Gv
���bx�y{�º|"¤9¥����B¤�¤9¥1¦9���1|"�Ø�q�2��±���|"~�y¬�Ø�"�©v9~�~Gv
�Àv(z}y�ª

~�y{z¡�9�{�s����y�~���z���v¡v©§Gv
����x�y{�¶�1¦9�������B�l�9��y=�q����y{~���z²�«v9z}|"��¥�~�|B�²vV®N�9�
v ϕ(6) = 2 Â¬v¡�q����y{~���z
|"¤9¥1�����1�"~*� x2 − x + 1 wl�nÄ�|"§G�
��v�®N|"���q��~1�l�9��yo��|"�¢� 2 ª��bx�®N�9��¼ Q ®N¦��{¦9���´�

�qw ½ Q ª�§�����v9x2����~�¤1�9�gv9~�x��V¤9¥1¦9�1¦9� 6
√

2 �o�B�¨|B~�~�|B��v 6 ª���x�y��¶|"¤9¥����"¤�¤9¥1¦9���¢�"¦9��¦���|"y5�s��|"§G�
�¨|"�B|B�
§G�9~1¥*v9x�����v
�1�"~1�}v¶§Gv
���bx�y{�e|B¤9¥����"¤�¤9¥1¦9�1¦9�%y��T�s|"��|B�1|���È���~�|B�ÊvÜ®N|"���q��~1�l�9��yÛ��|"�'���q|9� ½ �9v9�{���
6 ªX��x�y��Ü|"¤9¥����B¤�¤9¥1¦9���1|"��
v9���©�q�2��±����"� 6 ª��bx�®N�9��¼ Â x6 − 2 vVz}y�~�y{z¡�9�{�s����y�~���z���vbwl��x�|�|"��z}�"¤
R ªX�s|"~��
v9~o�9��|"§G�
�nv�����y�zry{��±�� 6 ªX��x�y��8|"¤9¥��¢�"¤�¤9¥1¦9�8v9x2����~�¤1�9���9��v¨|B®N¦���¦9���^z}�B¤¨|B¤9¥8z¡�9���bx�®N�9��¼
�s����±{���"�'����|B��|"~1�´���B��|B�"�"|"�fv9� x6 − 2 ¦��¢���"|"��¤9¥1¦9�1|¡�q|"�{|B�1|B��È��Øv¶�q�2�1|B���¸��|"�¢���s|9�eÄ�|"§G�
��v
�s����±{���"�f®N�9�
v 6 · 2 = 12 �

�Iw ½ � F7 ¦������B|"��~�|"z 0 |"�{|"z}| ��y�|"�{�"¤�±{��y�v9� x6 = 1 |"¤9¥1|"~���|���|B��Â5|B��|"z}|Byv 6 ªX��x���|"~�x���zZ���{��y���ª
�{y{�
v
��±{�¶�B���9�q�9����~Gv
��wl�o�"�¨|"~�~��"�¾��¦9���%¤9¥1¦9�1|�v9� x6 − 1 �s����y{~���z}~Gv
�²~�|"z y{���{|"§�|B�´�o��|"§G�
��v
®N|"���q��~1�l�9��y«��|"�¢�£z¡v9¤1v�v9� F7 ��vZ�q�2��±{���"�£®N�9�
v��s|"x�y�¤ 1 �

xsw F5 ªX�s|"~ 2 ~�|"z ~��"¤9¥��"|B�����"�9z²�£x�|²�1¦9�G�¢�´�9z²Á 33 = 2 �f±{¤9¥ x6 − 2 = x6 − 33 = (x2 −
3)(x4 + 3x2 + 9) � ½ � �����9���Gy«�s����y{~���z �¢�"y�~1���"~¶®N|"���q��~1��§Gv
����Á x4 + 3x2 + 9 = x4 − 6x2 +
9 + 9x2 = x4 − 6x2 + 9 − x2 = (x2 − 3)2 − x2 = (x2 − x − 3)(x2 + x − 3) � ½
�
v
�q�9����§G�
����z z¡�9���bx�®N�9��¼²�s����y�~���z z}y�~�x�|B¤9¥�y{�1| y{����|Bx����"y{�Gy{��y��8Â5z}y{�1|B�=z¡�9�¢��x�®N�9��¼Gv
�s�s|"�{�"¤
|"�{��|"~��9��y��"~�y5��§���¤9¥�~�y�~��"�Û¤9¥1¦9��È�� F5 ª¬�q|"~sw��	��y{���"��~1��v9��|B����� �s����y{~���z�|"¤9¥�¤9¥1¦9�1�B�1|"���s����±{���1|9�
v¯��¦9���Gy�|B�º¤9¥1¦9�1|"yØy����q|"�{|B�1|B��È��{~�|B�Àv��q�2��±{���"�¢�q|(Â5§Gv(v9�;|"�����%¤9¥1¦9�1|"y{� ±

√
3ª�z}v9�=��|B��¦�� ��È��s�

v
�b�1�9�Øv8z¡�9��y{���1|B������� (±1±
√

3)/2 Â5v 2 ªX�1|"�s�
v9���8���¢�B�l�9� F5 ªX�q|B~;�B�¢��|"��zr|"�B�1|��
v9~sw�wl����|"§G�
�v�®N|"�{�s��~*�l�9�¢yÕ��|B�¢��®N�9�
v F5 ®N¦���¦9��� 2 �

 �;:=<?>
@1<BA

f(x) = x4 + x + 1 ∈ F2[x]
P�� _�_ <�U i�Ï�J c J�HKJNY� <�< DZC EGFIHKJ A F
L�a©R C f(θ) = 0

k C m FIH θ C�D f
\ < H c F AG[ SIYjJ [Í< Y [Í`�Aq< M < H < L <lk CIM2M�FI_�L <�AGA�@ JnH <jm�<�[ θ _ <�AqU'Ç´< C [?< Y [ LZi�H [ J E�HKJNM9C [5h ]©ÏjY´FlE�FI_ [ Ç S c C A a
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t <�> FIH U SIY"u x4 + x + 1 y�����|"x����"y��Gy��{y��"��z}|����f~�y�~��"�f¤9¥1¦9�1| F2 ªX�s|"~o�G�"�fz¡�9����x�®N�9��¼;y�����|"x����By{�Gy��{y���|�����"�9���´v
�lv
�1�"~1�^�"��v
�Tv9� (x2+x+1)2 = x4+x2+1 �9���b|"�����
��¤9¥*v9~�y�� F2 ®N¦���¦9����|"¤9¥1|B���{|"~Zz¡�9����x�®N�9��¼y{�¢��|"x����"y��Gy���y{� �q���{y�~���z �9v9~o� ½ ®N|"�{�s��~*�l�9�¢y���|"�¢� 24 = 16 |"��|Bz �o�v²z�������y{�G�{y{�
v
��±{���"�¢�9�q�9������v 15
|"�{|"z��o����|"§G�
� θ ��|B~�x2��|²�����B������v 15 ª�~�|B�s� ��y{���"��~1� θ3 6= 1 �Ûz}|B����v
�b�1�9����y���|B���À®N�9��¼À�{|"~�~�|²v
z}y{~�y�z¡�9���q����y{~���z¿��v��*�"� θ5 = θ2 + θ 6= 1 ��±�¤9¥ θ ��|"~�x2��|T�"��v
� 15 ��|B§�|B�´�

� �;:=<?>
@1<BA
α C�D x3 + x + 1 EGF
HKJ A FIL <�>9@ JNM >
@*O M < F2 \ O H OI[¬[+k�` Y�H <�>
@*<�A K = F2(α)
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