Algebra 2. 2. feladatsor (megoldasok) 2012. februar 17.

. Mutassuk meg, hogy minden mdsodfoki bévités normdlis.

Megoldds: Legyen az f(z) masodfoki polinom, és « az egyik gy6ke. Ha kiemeljiik az z — «
gyoktényezst f(x)-bdl, akkor az f(x)-et a testb&vitésben linearis faktorokra bontottuk,
tehat az a-val valé bévités az f(x) felbontasi teste.

. Ldssuk be, hogy eqy K véges test n-edfoki bévitésében minden n-edfoki, K |[x]-beli irredu-
cibilis polinom linedris faktorokra bomlik!

Megoldds: Legyen |K| = q, és L a K n-edfoka bévitése. Ekkor |L| = ¢", és L elemei
éppen az ¢ — z polinom gySkei (L* ¢™ — l-rendd csoport, tehat minden a elemére
a? ~1 = 1, masrészt az 27 — x polinomnak minden gyoke egyszeres, mivel a derivaltja,
¢"x9" 1 — 1 = —1 relativ prim hozz4, igy csak az L elemei a gyokei). Ha f egy K folott
irreducibilis n-edfokt polinom, akkor az annak egy « gyokével valo bévités szintén ¢" elemii
testet ad, kovetkezésképpen az o minimélpolinomja, f(x), osztoja 29 — z-nek, tehat f(z)
L-ben is linearis faktorokra bomlik.

. Mutassuk meg, hogy ha p prim, akkor zP" —z az Gsszes olyan F,, folotti normadlt irreducibilis
polinom szorzata, amelynek foka n-nek osztdja.

Megoldds: Tudjuk, hogy 2P — 2 felbontasi teste a p” elem test (a felbontasi testben
ennek a polinomnak a gyokei résztestet alkotnak, tehat ez a résztest maga a felbontési
test).

Az el6z6 feladat megoldasaban lattuk, hogy minden d-edfoki irreducibilis polinom
osztoja 2?" — z-nek. Ha d osztdja n-nek, akkor p? — 1 osztdja p™ — 1-nek, és igy A |
osztoja zP" ~1 — 1-nek, amibdl ' — osztoja zP" — z-nek.

Forditva, ha f(z) az 2" — z egyik irreducibilis faktora, akkor az 2?" — z felbontasi
testének részteste az F,(«), ahol a az f(z) egyik gydke. Ha deg f = d, akkor ez a résztest
p¢ elemt, a nagy test elemszama, p” pedig ennek hatvanya, tehat d osztéja n-nek.

Végiil, minden normalt irreducibilis polinom csak egyszer fordul el faktorként, mert
zP" — z-nek nincs tbbszords gyoke.

. Az el626 feladat alapjdn szdmitsuk ki, hdny 1 féegyiitthatos mdsod-, harmad- és negyedfoku
irreducibilis polinom van Fs3 folatt!

Megoldds: Az els6fokit normélt irreducibilis polinomok = — a, ahol a € F3, tehat harom
ilyen van. A mésodfokuak az ¥ — g polinom ezekt6] kiilonb6zs irreducibilis komponensei,
igy szamuk (9 — 3)/2 = 3. Hasonléan a harmadfokiiak az 27 — x polinom irreducibilis
faktorai az els6- és harmadfokti normalt irreducibilis polinomok, tehdt a harmadfokiak
szdma (27 — 3)/3 = 8. Végiil a negyedfoktiak az x5! — z nem els6- és mésodfokii normalt
faktorai, és ezek szama (81 —3 —3-2)/4 =172/4 = 18.

. Bizonyitsuk be, hogy minden p primre és minden n pozitiv egész szamra létezik n-edfoki
irreducibilis polinom ), folott.

Megoldds: Legyen K egy p™ elemii véges test (az zP" — x felbontasi teste). Egy véges test
multiplikativ csoportja ciklikus; legyen K* = (a). Az a elem [, f6l6tti minimalpolinomja
csak n-edfoki lehet, mert F) (o) = K.

. Igaz-e, hogy egqy K =F,(c) (o« € F),) testben o sziikségképpen generdtoreleme a K multip-
likativ csoportjanak?
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Megoldds: Nem igaz: példaul F§ = Cgs-ban egy 4-edrendd « elemre o ¢ T3, tehat
Fs(a) = Fg, de o nem generalja a 8-adrendd ciklikus csoportot.

. Igaz-e, hogy normdlis bévités normdlis bévitése normdlis az eredeti test folott?

Megoldds: Nem igaz. Tekintsiik a Q < Q(v/2) < Q(v/2) bévitéssorozatot. Mindkét
bévités masodfokt (z2 — 2, illetve 22 — /2 a minimalpolinomok), igy normélis, de v/2 Q
f616tti minimalpolinomjanak, 2 — 2-nek nem valés gyokei is vannak, és ezek még a b&vebb
testben sincsenek benne.

Van-e tébbszorés gyoke az f(x) = 2t + 223 — 22 — 22 + 1 € Q[z] polinomnak a felbontdsi
testében? Ha igen, bontsuk fol olyan Q|x|-beli polinomok szorzatdra, amelyeknek nincs
tobbszords gyokiik!

Megoldds: Euklideszi algoritmussal szamitsuk ki az f(z) és f'(r) = 423 + 622 — 22 — 2
polinom legnagyobb ko6zos oszt6jat.

fl@) = (2 +2—1)(4z +2) +0,

tehat 22 + x — 1 a legnagyobb kozds oszt6. Ebbél kovetkezik, hogy z? + 2 — 1 gydkei
legalabb kétszeres gydkei f(z) polinomnak, azaz (2 + x — 1)? osztéja f-nek, és a fokszam
miatt f ennél nagyobb nem is lehet. Valoban, f(z) = (2% +z —1)?, és 2% + 2 — 1-nek mar
nincs t6bbszords gyoke.

. Milyen karakterisztikdji test folitt lehet az f(x) = 327 + 7x? + 2 polinomnak tibbszérds

gyoke? Bontsuk fol ott f(x)-et irreducibilis faktorokra.

Megoldds: Szamitsuk ki euklideszi algoritmussal az f(z) = 3z7 + 722 + 2 és f/'(z) =
212% + 14z polinomok legnagyobb kozds osztojit, félretéve azokat az eseteket, amilyen
karakterisztika mellett valamelyik oszté féegyiitthatéja 0. A maradékok sorra 52 + 2,
14(x— %) és %. Ha a test karakterisztikdja p # 2, 3,5, 7, akkor végig tudjuk csinalni az
euklideszi algoritmust, és csak akkor lesz tobbszoros gyoke f-nek, ha 6394 = 2-23-139 =
0 (mod p), azaz ha p = 23 vagy p = 139. Ezekben az esetekben az utols6 maradék, az
els6fokt polinom a legnagyobb k6zos osztd, tehat annak gyoke kétszeres gyoke f-nek: —8,
ha p = 23, és 19, ha p = 139. Ebben az esetben f(z) = (z+8)2(32° —22* +23 —322+72—5),
illetve f(z) = (x — 19)?(32° + 322* — 352 + 5022 + 35z — 35). Ha p = 2, akkor f(x) =
27 + 2% = 2%(2° + 1), és az 6tédfokt polinomnak mar nincsenek t&bbszérds gyokei. Ha
p = 3, akkor f(z) = z?—1 és f'(x) = —x nyilvan relativ primek, igy f-nek nincs t6bbszords
gyoke. Ha p = 5, az f(x)-nek az f’'(x)-szel valo osztasanil a maradék 2, igy (f, f') = 1,
vagyis f(x)-nek nincs tobbszords gyoke. Ha pedig p = 7, akkor f(x) = 327 + 2, és
mivel a” = a igaz F; minden elemére, ez tovabb irhato 3727 + 27 = (3z + 2)7 alakban.
Osszefoglalva: p = 2,7,23,139 esetén van f-nek t6bbszords gyoke.

Bizonyitsuk be, hogy ha char K = p, és f(x) = g(aP) € K|[x] irreducibilis, akkor f nem
szepardbilis, sét valamely k € N-re f-nek a felbontdsi testében minden gyéke pontosan
p"-szoros.
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Megoldds: Feltehetjiik, hogy f(x) 1 f6egyiitthatos polinom. Az allitast a g polinom fokara
vonatkozo teljes indukcioval bizonyitjuk. Ha ¢ foka 1, akkor g(x) = (z — «), és a-nak a
K alkalmas bévitésében van p-edik gyoke, legyen ez 3. Ekkor f(z) = 2P —a =aP — P =
(x — B)P. Most tegyiik fel, hogy a megadott f-nél kisebb fokt polinomokra mar tudjuk
az &llitast. Mivel f(z) irreducibilis, g(z) is az. Igy g vagy szeparabilis, vagy ¢'(x) = 0,
tehat g(z) = h(zP) valamely h(x) polinomra. Az indukcios feltevést alkalmazhatjuk a g
és h polinomokra. Eszerint a g(x) felbontasi testében g(x) = (x — al)pk s (T — ar)pk,
ahol a1, ..., a, mind kiillénb6z6k (ha g szeparabilis, akkor k = 0). Bévitsiik a testet ugy,
hogy minden «;-nek egy p-edik gyoke is benne legyen: 37 = «,;. Ekkor f(z) = g(aP) =
(mp — a1>pk e (xp — &T)pk = (xp — gf)pk R (xp — Bf)pk = (a; — gl)pk“ .. (a; — 57,)1?’”1, és
itt a f3;-k mind kiilonb6z6k, mert a p-edik hatvanyaik is azok.

11. Legyen char K = p, és K(t) a K test eqyszert transzcendens bévitése. Bizonyitsuk be, hogy
K (t)-ben az P —t polinom irreducibilis és nem szepardbilis.
Megoldds: A K(t) egy alkalmas algebrai bévitésében van olyan «, hogy of = t, igy itt
aP —t = 2P — aP = (z — )P, vagyis az 2P — ¢ polinomnak minden gyoke megegyezik. Ha
a polinom nem lenne irreducibilis K (¢)-ben, akkor lenne egy irreducibilis faktora, amely
vagy linearis vagy nem szeparabilis. Az utdobbi eset ellentmond annak a ténynek, hogy
irreducibilis szeparébilis polinom zP-nek polinomja, tehat legalabb p-edfokd. Ha viszont
elséfoku irreducibilis faktora van 2P — ¢t-nek K (¢)-ben, akkor vannak olyan g(z), h(x) nem
0 polinomok K [x]-ben, amelyekre t = (g(t)/h(t))?, azaz t(h(t))? = g(t)P. Mivel p karakte-
risztikaju test f616tt tagonként lehet p-edik hatvanyra emelni, az zh(z)P polinomban csak a
p szerint egy maradékot ado kitevGji tagok egyiitthatoja lehet nem 0, a g(z)P polinomban
pedig csak a p-vel oszthato kitevsji tagoké, ezért ¢ a nem nulla xg(x)? — h(x)? polinomnak
lenne a gyoke, ami ellentmond annak, hogy ¢ transzcendens K fo6l6tt.

Hfl. Hdnyadfoki x* + 3 felbontdsi teste Q és Fy folott?
Hf2. Bizonyitsuk be, hogy Q(cos40°) normdlis bévitése Q-nak!



