Algebra 2. 3. feladatsor (megoldasok) 2012. februar 24.

1. Legyen o az x> — 2 polinom egyik nem valds gyike. Hatdrozzuk meg o fokdt Q(~/2) folitt,
és hatdrozzuk meg a Q(a) NR résztestet! Igaz-e, hogy ha K < L < M, és a € M, akkor «
L folotti foka osztoja o K folétti fokanak?

Megoldds: Mivel o = /2¢, ahol ¢ primitiv harmadik egységgyok, a foka L = Q(V/2)
folott legfoljebb 2, de € nincs benne L-ben, ezért a foka pontosan 2. Legyen K = Q és M
az 3 — 2 felbontéasi teste Q fol6tt. Az elébb lattuk, hogy ekkor K < L < M, o € M, «
foka L folott 2, de K folott 3, mivel @ minimalpolinomja K f6l6tt harmadfoka. Tehat az
a elem M folotti foka nem feltétleniil osztja a kisebb, K test folotti fokat.

2. Legyen L|K egy testbévités, M és N pedig olyan kizbiilsd testek, amelyekre az M|K és N|K
bovitések normadlisak. Legyen S az L-nek az M és N dltal generdlt részteste ésT = MNN.
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Bizonyitsuk be, hogy az S|K és T|K bévitések mindegyike normdlis.

Megoldds: Legyen a € S. Ekkor a elGallithatd véges sok M-beli és N-beli elem K {6lotti
racionalis tortfiiggvényeként, azaz o € K(51,...,Bm,V1,---,7n), ahol B; € M és v; € N
minden ¢, j-re. Legyenek f1,..., fm,91,---,9n a3z a1, ..., Qm, b1, ..., B minimalpolinomjai
K folott. Ezek a polinomok linearis faktorokra bomlanak S-ben, mert M|K és N|K
normélis b&vitések, igy ezeknek a polinomoknak a szorzata, f is linearis faktorokra bomlik.
Legyen F' az f felbontasi teste K f6lott. Ekkor F|K normaélis bévités, igy a K folotti
minimalpolinomja lineéris faktorokra bomlik F-ben, és az F-et tartalmazo S-ben is.

Ha oo € T = M NN, és f az o normalt minimalpolinomja K f{o6l6tt, akkor f az
M és N {olott is gyoktényezdkre bomlik, és az L folotti normélt irreducibilisekre bontés
egyértelmiisége miatt a két felbontas megegyezik, vagyis a kapott gyokok M N N-beliek,
igy f M N N {6l6tt is felbomlik.

3. Bizonyitsuk be, hogy tokéletes test minden véges bovitése is tokéletes.

Megoldas: Tegyiik fel, hogy K tokéletes, azaz K fo6lott minden irreducibilis polinom
szeparabilis, és legyen az L|K bovités véges. Legyen tovabba f(x) € L[x] irreducibilis, és
a az f egyik gyoke f felbontasi testében, F-ben. Ha g(z) az a minimalpolinomja K f6lott,
akkor f(x) osztoja g(z)-nek F[z]-ben, és ott g(z) minden gyoke egyszeres, igy f(x) gyokei
is egyszeresek.

4. Adjuk meg a kovetkezd bovitéseket eqyszeri bovitésként:
a) x* — 2 felbontdsi teste Q folitt;
b) Fo(a, B), ahol o az 2> +x + 1, B az 23 + x + 1 polinom egy-eqy gydke.

Megoldds: b) Fao(a, ) = Fgq, mert (Fo(c, 5) : Fo) 2-vel és 3-mal is oszthato, igy legalabb
6, masrészt Fgs-nek részteste Fy és Fyg is, tehat itt 22 + 2 + 1 és 23 + 2 + 1 is linearis
faktorokra bomlik, kivetkezésképpen a, 8 € Fgyq. Mivel a a haromelemii F; csoport
nem trivialis eleme, « rendje 3, és hasonloan § a hételemt Fg csoport nem trivialis
eleme, igy B rendje 7. A kommutativ Fg, csoportban két relativ prim rendi elem
szorzatanak rendje a rendek szorzata, tehat af rendje 21. Ez azt jelenti, hogy a8 nem
lehet benne Fg4 semelyik valodi résztestében, mert azok 21-nél kisebb elemszamuak,

igy Fa(a, B) = Fa(af).

5. Hdnyadfoki az x2° + 3 polinom felbontdsi teste Q folott?
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Megoldds: Ha x6 + 3 egyik gydke «, akkor a tébbi gyok ae®, ahol € = % + @z primitiv
hatodik egységgyok, és k = 0,1, ..., 5. Ebbdl latszik, hogy 25+3 felbontési teste Q(, &) (e-
t megkapjuk két gyok hanyadosaként). Viszont o = iv/3 vagy —iv/3, tehat ¢ € Q(a). Igy
a felbontasi test Q(«), amelynek foka Q f5létt 6, mivel 25 + 3 irreducibilis a Schénemann—
Eisenstein-kritérium miatt.

6. a) Bizonyitsuk be, hogy R automorfizmuscsoportja egyelemi. (Utmutatds: Ldssuk be,
hogy R minden automorfizmusa rendezéstarto.)
b) Hdny automorfizmusa van Q(/2)-nek? (Miért nem mond ez ellent a Galois-elmélet
fotételének?)
¢) Mutassunk példdat olyan véges normdlis (de mem szepardbilis!) bovitésre, melynél a
relativ automorfizmusok csoportja 1-elem.

Megoldas: a) R-ben egy elem pontosan akkor pozitiv, ha nem 0, és R-ben van
négyzetgyoke. Ezt a tulajdonsagot megtartja R minden automorfizmusa, tehat pozitiv
szamokat pozitivakba, negativakat negativakba visznek az R automorfizmusai. Ebbdl
az is kovetkezik, hogy az automorfizmus rendezéstartd, mivel a < b akkor és csak
akkor igaz, ha b —a > 0. Q elemeit az automorfizmusok helyben hagyjak (1 — 1,

1= -1l,n—nVnez +— % és végill T — ™). Ezutan tetszbleges a € R-re

a=sup{reQlr <a}, teﬁét a képe a Q ugyanazon részhalmazanak szuprémuma
R-ben, azaz « is énmagaba képzddik.

b) /2 csak énmagaba képzddhet, mert az 2 — 2-nek csak egy gyoke van ebben a testben
(a masik ketté nem valos). Mivel Q elemeit sziikségképpen helyben hagyjak az auto-
morfizmusok, igy a racionalisak és /2 segitségével kifejezhets Osszes elem is helyben
marad, vagyis Q(+/2)-nek csak a trividlis automorfizmusa van. Bar (Q(+v/2) : Q) = 3,
a relativ automorfizmusok csoportjanak nem kell 3 elemtinek lennie, mert a Q(+/2)|Q
bévités nem normaélis.

c) Legyen char K = p, és K(t) a K egy egyszerii transzcendens bovitése. A 2. feladatsor
11. feladatédban lattuk, hogy az xP — t egy gyokével valé bévités normalis, de nem
szeparabilis, és itt P —t-nek csak egy (p-szeres) gyoke van, tehat a bévités tetszdleges
relativ automorfizmusa ezt a gyokot, és igy a bévités minden elemét is helyben hagyja.

7. Bizonyitsuk be, hogy R nem dll eld eqy valodi résztestének véges foki normdlis bévitéseként.

Megoldds: Egy ilyen bévités Galois-csoportjanak az elemszama a bévités fokaval lenne
egyenld, tehat akkor R-nek lenne nem trivialis automorfizmusa, ami ellentmond a 6. a)
feladat allitasanak.

8. Hatdrozzuk meg a Q(v/2 +V/3) | Q bévités Galois-csoportjdt.

Megoldds: Az 1. feladatsor 5. d) feladataban lattuk, hogy L = Q(v/2 + v3) = Q(v/2,V3),
és a bovités foka 4. Mivel L|Q Galois-bévités (L az (2% — 2)(x? — 3) polinom felbontasi
teste), a Galois-csoportja, G is 4 elemt, tehat vagy Co x Csy-vel, vagy Cy-gyel izomorf. Q
és L kozott legalabb két kozbiilss test van: Q(v/2) és Q(v/3), tehat G-nek is van legalabb
két valodi részcsoportja. Ezért G nem lehet C4-gyel izomorf, csak Cy x Cs-vel.

9. Hatdrozzuk meg a kévetkezd polinomok Galois-csoportjat Q folott és F3 folott
a) x* — 322 +4 b) x3 -2 c) 3+ 2% +2



10.

Hf1.

Hf2.

Hf3.
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Megoldds: a) z* — 322 +4 = (22 +2)? — 72?2 = (2% — VTz + 2)(2% + VTz + 2) a poli-

nomnak az R f616tti irreducibilis tényezdkre bontéasa (tovabb mér nem bonthatd, mert
a masodfoki polinomok gyokei nem valosak). Ez a felbontas a Q folotti felbontas fi-
nomitasa kell, hogy legyen, de a tényezsk nem Q[x]-beliek, tehat a negyedfoki polinom
irreducibilis Q[x]-ben, kévetkezésképpen a felbontasi teste legalabb 4-edfokd. A poli-
nom gyokei a fonti felbontas alapjan :tg + 14, igy a felbontasi teste, F' < Q(V7,1),
és az utobbi is negyedfokn Q folott, tehat F' = Q(+/7,4). Innentdl kezdve a 8. feladat
bizonyitasat alkalmazhatjuk erre az esetre is, és azt kapjuk, hogy a Galois-csoport
Cy x Cy-vel izomorf.
F3 folott x* — 322 +4=2* — 2224+ 1-22 = (22 - 12 -2 = (22— - 1) (22 + 2 - 1),
és ezek a masodfokid polinomok mar irreducibilisek, a polinom felbontési teste pedig
Fg (minden F3 folott irreducibilis méasodfoka polinom linearis faktorokra bomlik Fg
folott). Mivel (Fg : F3) = 2, a polinom Galois-csoportja kételemdi, igy Ca-vel izomorf.

b) 23 — 2 felbontasi teste F = Q(+/2,¢), ahol ¢ harmadfokt primitiv egységgydk, és
a Q < Q(¥/2) < F bévitéssorozat 3-ad- és 2-odfokii bévitések egymasutanja, tehat
22 — 2 Galois-csoportja 6 elemt. Masrészt a Galois-csoport elemei leirhatok az 23 — 2
polinom gyokein megadott permutacidhatésukkal, ezért a Galois-csoport beagyazhato
S3-ba, és a mérete miatt ekkor izomorf S3-mal.
F3 folott 23 — 2 = 23 + 1 = (z + 1)3, tehat a Galois-csoport 1.

¢) Az f(z) = 23 + 22% + 2 irreducibilis polinomra f'(z) = 322 + 4a gydkei —3 és 0, és
mindkét helyen pozitiv az f értéke, tehat f-nek egyetlen valds gyoke van, és két nem
valos. Igy Galois-csoportja a 10. feladat szerint Ss-mal izomorf.
F3 folott 23+ 22242 = (x+1) (22 +2 —1), és 22 + 2 — 1 irreducibilis, igy az a) részhez
hasonléan 2-odfoku a felbontési teste, és a Galois-csoportja Cs-vel izomorf.

Bizonyitsuk be, hogy ha egqy harmadfoki, raciondlis egyitthatos, irreducibilis polinomnak
nem mindegyik gyoke valos, akkor a Galois-csoportja Ss-mal izomorf.

Megoldads: A két nem valés gyok sziikségképpen egymas konjugaltja, tehat a komplex
konjugélas, ami C-nek automorfizmusa a polinom gyokeit nem trivialis médon permutalja.
Ebbdl kovetkezik, hogy ez az automorfizmus helyben hagyja a polinom felbontasi testét,
és masodrendi automorfizmusként hat rajta, ezért a Galois-csoport rendje oszthato 2-vel.
Mésrészt a bévités foka oszthaté 3-mal, tehat a Galois-csoport rendje is oszthato vele. Igy
a Galois-csoport legalabb 6-odrendi, és a gyckokon valo hatasa altal az Ss-ba agyazhato,
ezért izomorf S3-mal.

Bizonyitsuk be, hogy egy nem 2 karakterisztikdji K test minden mdsodfoki bévitése
megkaphaté K(\/d) alakban, valamely d € K -val!

Ha eqy testnek van eqy 8 elemi és eqy 16 elemi részteste, akkor hdny elemid ezeknek a
metszete, illetve az dltaluk generdlt résztest?

Tegyiik fel, hogy egy o algebrai szam minimdlpolinomja Q folott x3 — 2z + 2. Hdnyadfoki
Q-nak az o®-tel vald bovitése? Adjuk meg o minimdlpolinomjdt Q foltt!



