Algebra 2. 4. feladatsor (megoldasok) 2012. marcius 2.

1. Legyen L = Q(v/2,i), és G = Gal(L|Q). Legyen g elemei kéziil f az a “forgatds”, amelyre
V2f =iv/2 ésif =1, ést az a “tikrozés”, amelyre V2t = /2 és it = —i. Hatdrozzuk meg
H*-ot H = (f)-re, és M*-ot M = Q(i\/2)-re.

Megoldds: (L :Q) = (Q(v2) : Q) (L: Q(v/2)) = 4-2 =8, mert v/2 minimélpolinomja
Q folott z* — 2, és ezutan az i hozzaadasa egy masodfoki bévités, mivel i ¢ R > Q(v/2).
Tetszoleges g € G testautomorfizmusra v/2g € { £+v/2, £iv/2 }, mig ig € {4i }, és az Osszes
lehet&ség eléfordul a 8-elemt Galois-csoportban (amelyrsl konnyen lathato, hogy Dy-gyel
izomorf, példaul mert beadgyazhat6 Sy-be). Tehat a G Galois-csoportban valéban léteznek
a megadott f és t automorfizmusok.

|G : H| =2 miatt (H*: K) = (H* : G*) = 2, tehat H* meghatarozasahoz elég egy K
folott masodfoku elemet talalni, amelyet H helyben hagy. f megadéasabol lathatjuk, hogy
if =i, tehat H* = Q(i).

(M : Q) =2 miatt |G : M*| = |Q" : M*| = 2, azaz |[M*| = 4. Mivel (iv2)f = —iV/2,
és (iv/2)t = —iy/2, nyilvan ft és f2 is helyben hagyja M-et, és ezek egyiitt mar egy Cy x Co-
vel izomorf negyedrendii részcsoportot generalnak. Igy M* = (ft, f2) = {1, ft, f2, f3t }.

2. Keressink olyan p(x) € Q[z| polinomokat, melyeknek a Galois-csoportjai rendre:

a) 03,' b) Cg, C) 53.

Megoldds: ~ a) Mint lattuk a 2/Hf2. feladat megoldasanal, a Q-nak cos40°-kal valo
bévitése normalis, tehat minimalpolinomjanak, 823 — 6z + 1-nek a felbontési teste Q
folott 3-adfokd, és igy a Galois-csoportja csak Cs lehet.

b) Legyenek pi,pa,...,p, kiilonb6z6 pozitiv primek. Belatjuk, hogy ekkor a K =
Q(v/P1s\/P2s - - -, /Pn) bovités Galois-csoportja (azaz az (z® — py)---(2® — p,) po-
linom Galois-csoportja), G izomorf C¥-nel. Egyszerti szdmolads mutatja, hogy ha
u,v,uv € N nem négyzetszdmok, akkor /u ¢ Q(y/v), tehat K-ban van 2" — 1
olyan kozbiilss test, amelyek mindegyike masodfoku Q folott ({ p1, ..., p, } barmelyik
nem fiires részhalmazaban levs szamok szorzatanak a négyzetgyokével valo bévités).
Ez azt jelenti, hogy a G Galois-csoportnak van legaldbb 2™ — 1 kiilonb6z6 2 indexti
normélosztoja: N; (i =1,...,2" —1) . Legyen N ezen normélosztok metszete. G/N-
ben minden elem négyzete 1, ugyanis minden N,-ben benne van a négyzetiik. Ebb&l
kovetkezik, hogy G/N Abel-csoport, s6t C} alakia. C% — additiv frasmodra attérve
— egy k dimenzios vektortér Fy folott, és ebben a k — 1 dimenziés alterek szdma
megegyezik a nem trivialis k-valtozos linearis egyenletek szaméaval, 2F — 1-gyel. Tehat
G /N-ben, és igy G-ben is 2% — 1 darab 2 index{i részcsoport van, ezért k > n, amibél
|G/N| > 2™ kovetkezik. Masrészt (K : Q) < 2" miatt |G| < 27, tehat N = 1, és
G =(C73.

c¢) o3 — 2 Galois-csoportja S3-mal izomorf, ahogy lattuk a 3/9.b) feladat megoldésaban.

3. Bizonyitsuk be, hogy az x° — 4x + 2 € Q[xz] polinom Galois-csoportja Ss-tel izomorf.
(Utmutatds: Ldssuk be, hogy a polinomnak pontosan 3 valds gyoke van, igy van a Galois-
csoportnak olyan eleme, ami transzpozicidként hat a polinom gydkein.)

Megoldds: Az f(x) = 2° —4x+2 polinom irreducibilis a Schénemann-Eisenstein-kritérium
miatt, és fliiggvényvizsgilattal megallapithatjuk, hogy pontosan 3 valos gyoke van, igy a
maradék ketts egymas konjugaltja. A felbontési test foka oszthatd 5-tel, igy a G Galois
csoport rendje is 5-tel oszthatd, ezért van benne 6tédrendi elem. A G csoportot ugy
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tekinthetjiik, mint S5 részcsoportjat, és ebben egy 6tédrendii elem csak egy 5-ciklus lehet.
Tovabba a komplex konjugalas mint C egy automorfizmusa egymas koézott permutalja
f(x) gyokeit, tehat 6nmagaba viszi a felbontési testet is, ezért a felbontasi testre valo
megszoritisa G-nek olyan eleme, ami a gyokokon egy 2-ciklus. Egy 5-ciklus és egy 2-ciklus
pedig mindenképpen kigeneralja az egész S5-0t.

. Bizonyitsuk be, hogy ha az L|K Galois-bovités pdros fokiu, akkor L megkaphatd egy
résztestének eqy elem négyzetgyokével valo bévitéseként.

Megoldds: Ha G a bévités Galois-csoportja, akkor |G| = (L : K) péaros, igy G-nek van
masodrend eleme, tehat masodrend részcsoportja is. Legyen ez H. Ekkor K < H* < L
ugy, hogy (L : H*) = 2, azt pedig korabban lattuk, hogy egy méasodfokd bévités mindig
megadhaté egy elem négyzetgyokével valo bévitésként.

. Ha egy raciondlis egyiitthatos polinom Galois-csoportja a kvaternidcsoporttal izomorf, akkor
legaldbb hdnyadfoki a polinom?

Megoldds: Ha a polinom n-edfoku, akkor G felfoghat6 S,, részcsoportjaként (a polinom
gyOkein haté permutacidcsoportként), tehat csak olyan n johet szoba, amelyre S,,-nek van
Q-val izomorf részcsoportja. n < 4 esetén |S,,| nem is oszthato 8-cal. n = 4,5 esetén egy 8-
adrendi részcsoport S,-nek Sylow-részcsoportja, tehit az Osszes ilyen izomorf egymassal,
viszont tudjuk, hogy S;-ben (és igy Ss-ben is) benne van a D, diédercsoport, tehéat a
2-Sylow nem izomorf @Q-val. Sg 2-Sylow-részcsoportjai Dy x Cs-vel izomorfak (ugyanis
egy Sylowot megkaphatunk ugy, hogy vessziik az {1,2,3,4} halmazon hat6 szimmetri-
kus csoport 2-Sylow-részcsoportjat, és a vele felcserélhets ((56)) részcsoporttal megszoroz-
zuk). Ha lenne Sg-ban @-val izomorf részcsoport, az beagyazhato lenne egy 2-Sylowba, de
D, x Cs-be biztosan nem lehet bedgyazhat6, mert abban minden negyedrendi elem fel-
cserélhets egymassal. S7-ben ugyanigy nem lehet (Q-val izomorf részcsoport. Ss-ba viszont
mar beigyazhat6 a Cayley-reprezentacioval () sajat magan hat a jobbrol valé szorzéssal).
Tehat a keresett polinom foka legalabb 8. (Ilyen polinom egyébként létezik is, de ezt itt
nem bizonyitjuk.)

. Melyik n egészekre szerkeszthetd n fokos szég?

Megoldds: 27” akkor és csak akkor szerkeszthets, ha az n-edik primitiv egységgyokkel

valo bévités foka 2-hatvany, azaz ha n = py ---p, - 2%, ahol py, ..., p, kiilonb6z6 Fermat-
primek, és k > 0 tetszéleges. Az is nyilvanvalé, hogy 27 - £ (ahol (k,n) = 1) akkor és csak

akkor szerkeszthetd, ha 27” szerkeszthets. Fokokban kifejezve: ahhoz, hogy egy n fokos

szog szerkeszthets legyen, az kell, hogy 555 - 27 szerkeszthets legyen, vagyis hogy n 3-mal
oszthatd szam legyen.

. Megszerkeszthetd-e eqy tetszdlegesen megadott szog otodrésze?

Megoldds: Felhasznalva, hogy cos5a = 16 cos® a — 20 cos® o + 5 cos o, egy ¢ koszinuszi
szdg otodrészének koszinusza kielégiti a 162° — 2022 + 52 — ¢ = 0 egyenletet. Ha példaul
az adott szog koszinusza 3, akkor az 6t6dének a minimalpolinomja 962 — 1202 + 30z — 5,
amely kielégiti a Schonemann-Eisenstein-kritériumot p = 5-tel, tehat irreducibilis. Ez azt
jelenti, hogy példaul az arccos 2 szog 6todét nem lehet megszerkeszteni, mert az ehhez

6
tartozd bévités 5-odfoku.
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Mésképpen: ha lehetne szoget 6t6dolni, akkor nemcsak szabélyos 6tszoget, hanem
szabalyos huszonotszoget is tudnénk szerkeszteni, pedig tudjuk, hogy csak olyan szabélyos
n-szog szerkeszthets, amelyre ¢(n) 2-hatvany.

. Hatdrozzuk meg cos(2m/n) fokdt Q folott.

Megoldds: Legyen a = cos(2mw/n), és € = cos(2m/n) + isin(27/n). Ekkor tudjuk, hogy
(Q(e) : Q) = p(n), és a = + (1/¢), tehat Q < Q(«) < Q(e). Viszont ¢ kifejezhetd, mint
a+va? —1, tehat (Q(e) : Q(a)) < 2, és nem lehet 1, minthogy Q(a) < R, de ¢ ¢ R, ha
n > 3. Kovetkezésképpen a foka Q f6l6tt p(n)/2, ha n > 3, és n = 1, 2-re nyilvan 1.

. Egy eqgységnyi hosszisdgu szakasz két végpontjabol kiindulva megszerkesztheté-e az 1

térfogati, szabdlyos tetraéder élhossza?
Megoldds: Konnyen kiszamithato, hogy egy a élhosszisagi szabalyos tetraéder térfogata
ga?’, tehat az 1 térfogati tetraéder a élhosszara a = v/2+/3. Ez azt jelenti, hogy az a-val

valo bévitésben benne van a®/6 = /2, és igy V/3 is, pedig az utébbinak a foka Q folstt 3,
igy nem lehet megszerkeszteni ennek a tetraédernek az élhosszat.

Adjuk meg z® — z* — 2 felbontdsi testét Q eqyszertd bévitéseként!

Legyen f(x) = g(z*) € Qlz], ahol degg =t és k > 1. Bizonyitsuk be, hogy |Gal(f)| <
(k—1)-¢- Kkt

Hatdrozzuk meg az f(x) = x* + 22 + 1 polinom Galois-csoportjdit Q folétt.



