Algebra 2. 5. feladatsor (megoldasok) 2012. mércius 9.

. Megszerkeszthetd-e eqy eqyenldszdri hdromszog, ha adott a szdra és a beirt kér sugara?

Megoldds: Legyen a beirt kor sugara 1, a haromszog szara a, és az ismeretlen alap .
Ekkor a teriiletet kétféleképpen felirva azt kapjuk, hogy
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azaz 2(2a + z) = zv4a? — x2. Egyszerisithetliink a pozitiv v/2a + z-szel: 2v/2a + 2z =
xv/2a — z, és ebbdl négyzetre emelés és rendezés utdn: 3 — 2ax? + 4x + 8a. Keressiink
olyan a-t, amelyre ez irreducibilis, de azért van 0 és 2a kozotti valos gyoke! Példaul a = 4-
re f(z) = 23 — 822 + 4x + 32-nek van gydke 6 és 7 kozott, és a raciondlis gyokteszttel
ellendrizhetjiik, hogy f-nek nincs racionilis gyoke, igy ez a harmadfokt polinom irredu-
cibilis. Tehat a polinom gyokével valé bévités 3-adfokd, és igy a haromszoget nem lehet
megszerkeszteni.

Tudjuk, hogy Q(cos40°) Galois-csoportja 3-elemi. Van-e olyan raciondlis szam, amelynek
a kobgydokével vald bovités ugyanezt a testet adja?

Megoldds: Nincs, ugyanis egy szam kdbgyokével valo bévités vagy elsé, vagy harmadfok,
és az utobbi esetben a minimalpolinomjanak nem valés gyokei is vannak, tehat a felbontési
test foka, és igy a Galois-csoport rendje is 6.

. Bizonyitsuk be, hogy ha egy f(x) € Q[z] irreducibilis polinom Galois-csoportja kommutativ,
akkor a Galois-csoport rendje deg f.

Megoldds: Abel-csoport minden részcsoportja normalosztd, igy a felbontési test minden
kozbiils6 teste normalis bévitése Q-nak. Ez azt jelenti, hogy a polinom egyetlen gyokével
valo bovités (amely deg f foka) mar a teljes felbontési testet adja, az utébbinak a foka
pedig megegyezik a Galois-csoport rendjével.

. Az aldbbiak kozil melyik polinomok gyokeit lehet az alapmiveletek és gyokvonds segitségével
felirni?
a) ot + 223 —5x +1
b) x° —152* + 6
c) 2% — 222 +4
Megoldds: Az a) és ¢) polinomét igen, a b)-ét nem.
a) A polinom Galois-csoportja permutaciécsoportként hat a négy gydkon, tehat
részcsoportja a feloldhato S, csoportnak, és ezért maga is feloldhato.
b) f(x) irreducibilis (teljesiti a Schonemann—Eisenstein kritériumot p = 3-mal), és igy
minden gydke kiilonbozs. Tovabba f/(x) = 5x*—60x® = 523 (x—12) 0-nal és 12-nél valt
eljelet, lim f(x) = —o0, f(0) =6 >0, f(12) = —3-12*+6 < 0, és lim f(x) = oo,

tehat f(x)-nek pontosan harom valos gyoke van. Ebbgl kovetkezik, hogy a Galois-
csoport Ss-nek részcsoportja, és a komplex konjugilas mint transzpozicié benne van,
tovabba 5-tel oszthatd a rendje, igy egy 5-ciklus is van benne. Ezek egyiitt az egész
S5-0t kigeneraljak, amely nem feloldhat6 csoport.

c¢) A polinom gydkeit megkaphatjuk tigy, hogy elészor az 23 — 2z + 4 harmadfoki poli-
nom gyokeivel bévitiink; ez nyilvan feloldhat6 Galois-csoportot ad, majd mindegyik
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gyoknek a négyzetgyokével is. Az els6 bévités normalis, tehit a Galois-csoportban fel-
oldhaté faktord normalosztd tartozik hozza. A négyzetgyokokkel valé bévités foka pe-
dig 2-hatvany, igy az el6bbi normaloszté 2-hatvany elemszama, tehat az is feloldhato,
és emiatt a teljes Galois-csoport is az. Masképpen: a Cardano-képlettel felirhatjuk a
harmadfokt polinom gyodkeit, és ezeknek a négyzetgyokei az eredeti polinom gyokei.

. Legyen L|K egy Galois-bovités, M és N pedig olyan kizbilsd testek, amelyekre az M|K és
N|K bévitések normadlisak, tovdbbd legyen S az L-nek az M és N dltal generdlt részteste.
Bizonyitsuk be, hogy ha Gal(M|K) és Gal(N|K) feloldhatd, akkor Gal(S|K) is feloldhatd.

Megoldds: ~ Mivel M|K és N|K normalis bévitések, a Galois-csoport M* és N*
részcsoportjai normalosztok. A tartalmazast megfordité Galois-kapcsolatbdl kévetkezik,
hogy S* = M* N N*. Két normaloszté metszete is normalosztd, igy az M NN és S bévités
is normalis K f616tt. Tovabba Gal(S|K) = K*/S* = G/(M* N N*), ha G = Gal(L|K).
Tudjuk, hogy Gal(M|K) = G/M* és Gal(N|K) = G/N* feloldhaté. Igy M*/(M*NN*) =
M*N*/N* < G/N* feloldhato, és (G/(M* N N*))/(M*/(M* N N*) = G/M* is az, igy
Gal(S|K) =2 G/(M* N N*) is feloldhato.

. Legyen H egy nem 1tres részhalmaza az R gyirinek. Ldssuk be, hogy a H dltal generdlt
jobbidedl { > nih; + hiri|n; € Z, hy € H, r; € R}. Irjuk fol hasonlé mddon a H dltal
generdlt idedl elemeit is!

Megoldds: Legyen J = {> n;h; + hyri|n; € Z, h; € H, r; € R}. Ekkor H C S, és
S zart az Osszeadasra és a gyf(ritielemekkel valé jobbszorzasra nézve: (> n;h; + h;r;) +
(E n;hl + hﬂ“;) = Z(?‘Ll +7’L;>hz + hz (Ti -|-7“,£), és (Z ’I‘Llhl + hiTi)T/ = E hi(nﬂ“/ +Ti7“/), tehat
J jobbideal. Végiil minden H-t tartalmazé jobbideal tartalmazza az n;h; és h;r; alakt
elemeket, és ezek Osszegét is, tehat J benne van minden ilyen jobbidealban, és ezért J a
generalt jobbideil. Ugyanigy lehet ellendrizni, hogy a generalt ideél

{Z’I’Lzhz + hi’ri + Sihi + Sghﬂ"; | n; € Z, hz € H7 7"7:731,7"7/;73;; € R}

. Bizonyitsuk be, hogy az R eqységelemes qyiiri a eleme dltal generdlt jobbidedl az aR komp-
lexusszorzat. Miért nem igaz, hogy eqy tetszdleges H részhalmaz dltal generdlt jobbidedl a
HR komplexusszorzat?

Megoldds: Az aR = {ar|r € R} halmaz zart az dsszeadasra és az R-beli elemekkel valo
jobbszorzasra nézve: ar + as = a(r + s) és (ar)r’ = a(rr’), és 1 € R miatt a = a-1 €
aR, tehdt aR egy a-t tartalmazo jobbideil. Tovabb4 minden a-t tartalmazé jobbideal az
ar alaka elemeket is tartalmazza, igy aR az a altal generalt jobbideil. Tetsz6leges HR
komplexusszorzatban viszont megtorténhet, hogy hr,h'r’ € HR, de hr + h'r’ nem irhato
h'r" alakban.

. Adjuk meg a K|x,y| gyird (ahol K kommutativ test) x és y? dltal generdlt idedljinak

elemeit.  Adjuk meg a faktorgyidrit az idedl mellékosztdlyainak egy alkalmas repre-

zentdnsrendszerével. Mik az idedljai a faktorgyirinek?

Megoldds: A generalt ideal az olyan Zaiyj:viyj polinomokbél all, amelyekben apo =
,J

ap,1 = 0. Ugyanis minden olyan x'y’ benne van a generilt ideilban, amelyre i > 1, vagy
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] > 2, és igy az ilyenek K-egyiitthatés kombinéacidi is, az ilyen polinomok pedig valéban
idealt alkotnak (se az Osszeadas, se a K elemével vagy z-szel vagy y-nal valé szorzas nem
visz ki ebbdl a részhalmazbol). Az ideal egy mellékosztalydban azok a polinomok vannak
amelyeknek ag o és ag,1 egyilitthatéojuk megegyezik, igy reprezentdnsrendszert alkotnak az
a + by alaki polinomok. Ha a # 0, akkor (a + by)Z;(a — by) = 1 a faktorgytirtiben, tehét
valodi idedlban csak by alakt elemek lehetnek. Viszont ha b # 0, akkor by kigeneralja az
(y) idealt, tehat a teljes faktorgytiriin és a trivialis idealon kiviil csak az y generalta ideal
van a faktorgytiriiben.

. Bizonyitsuk be, hogy ha egy gyiirinek minden eleme idempotens, akkor a gyird kommutativ.

Hdny eleme lehet eqy ilyen tulajdonsdgi véges gyiirinek? Adjunk meg ilyen végtelen gyiirit
18!

Megoldds: Tetsz6leges x € Rre x4z = (z+x)? = 2°+ 22+ 2% +2% = r+x+ 2+, amibél
r+x =0 minden z-re. ,y € Rrex+y = (x+y)? = 2> +zy+yr+y?> =v+y+ay+yx,
igy xy +yx = 0. Viszont xy + xy = 0 is igaz, ezért xy = yz.

Ha a gytir( véges, akkor az additiv csoportjaban minden elem rendje 1 vagy 2, tehét a
véges Abel-csoportok alaptétele szerinti felbontasban csupa masodrend( ciklikus szerepel.
Igy a gytirt rendje 2-hatvany.

Ilyen tulajdonsagt a Z, akdrhany (akar végtelen sok) példanyban vett direkt dsszege.

Legyen K test. Bizonyitsuk be, hogy a K folotti n x n-es folséd hdromszégmdtrizok
gyurijében idedlt alkotnak azok, amelyeknek dtlojaban csupa O dll. Mi az ehhez az idedlhoz
tartozo faktorgyiri? Keressiik meg n = 3-ra az 0sszes idedlt.

Megoldds: Legyen R a f6ls6 haromszogmatrixok gytrtje, és ebben [ a szigora folsé
haromszégméatrixok részhalmaza (amelyeknek atlojaban csupa 0 van). Koénnyt ellendrizni,
hogy I idedl R-ben. Az I mellékosztalyaiban azok a matrixok vannak, amelyeknek
az atlojaban ugyanazok az elemek &llnak. Reprezentdnsrendszert adnak a diagonélis
matrixok, s6t, ezek zartak is a gytrtimiiveletekre nézve, igy R/I a diagonalis méatrixok
részgytrtjével izomorf, ez viszont K n példanyanak direkt Osszege.

Az R gyfiriit az olyan E;; matrixok linearis kombinaciéi alkotjak, amelyekre i < j (az
E;; matrix az, amelyiknek az ij poziciojaban 1 van, a tobbiben 0). Ha I ideal, és A € I
méatrix, akkor F;; AFy, € I minden ¢ < j és k < f-re. E;;AE), € I o pozicidjaban a;; all,
mindenhol mashol 0, tehat ha a;; # 0 (ez csak j < k esetén lehet), akkor E;; € I minden
i < j <k < {l-re (ugyanis még az %%k] matrixszal is beszorozhatunk). Ezek pontosan a
jk poziciotol kezd6ds jobb felsé téglalaphoz tartoz6 FEjp-ek, és ha az A minden nem nulla
eleméhez vessziik ezeket az F;y matrixokat, akkor azok linearis kombinaci6jaként az A is
elgall. Tehat R idealjait tgy kapjuk meg, ha kijeloliink néhany jobb felsé téglalapot, és
az azokhoz tartoz6 E;; matrixok linearis kombinacidit vessziik (az ilyenek valoban idealt
alkotnak). Ennek alapjan a kovetkezg idedlokat kapjuk a 3 x 3-as f6ls6 haromszégméatrixok
gytrijében (a x azt jelenti, hogy oda akadrmilyen K-elemet irhatunk):

* % ¥ ok ok 0 * =x * % ¥ % ok 0 * =
0 = 0 * =x 0 = 0 0 0 0 = 0 0 =
0 0 0 0 O 0 0 0 0 0 0 O 0 0 =«
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Hf1l. Adjuk meg az 3 — 2 polinom Q folétti felbontdsi testének Osszes résztestét!
Hf2. Hatdrozzuk meg az Gal(L|K) Galois-csoportot, ahol K = Q(iv/3) és L = K(V/7).




