Algebra 2. 6. feladatsor (megoldasok) 2012. mércius 23.

. Bizonyitsuk be, hogy ha R = 27, és Ry = {(a,m)|a € R, m € Z} az R egységelemes
gyirivé vald szokdsos kiterjesztése, akkor R nem izomorf Z-vel.

Megoldds: 7 minden valodi faktorgytirtje véges, viszont Ri-ben {(a,0)|a € R} = R olyan
nem nulla ideal, amelyre R;/R = 7 végtelen.

. Mi a pdros egészek gyirijének, 27-nek a hdanyadosteste?

Megoldds: Q test, tartalmazza 27Z-t, és minden eleme el6all (2a)/(2b) alakban, tehat a
hanyadostest egyértelmiisége miatt csak Q lehet a hanyadostest.

. Bizonyitsuk be, hogy minden véges integritdsi tartomdny test.

Megoldds: Legyen R véges, kommutativ, nullosztomentes gylirti. Ekkor minden 0 # r € R-
re az x — xr leképezés injektiv (zr = yr = (r —y)r = 0= x — y = 0), tehat R végessége
miatt bijektiv is. Ebbd] kévetkezik, hogy van olyan e, amelyre er = r, és akkor minden s-re
ser = sr, amibdl a nullosztémentesség miatt se = s kovetkezik, és a kommutativitds miatt
es = s is igaz minden s-re, azaz e¢ egységelem. Tovabba 0 # r-re van olyan x, amelyre
xr = e, tehat r-nek van multiplikativ (a kommutativitas miatt kétoldali) inverze is.

. Hatdrozzuk meg az aldbbi integritdsi tartomdnyok hdnyadostestét, maximdlis idedljait, és
azokat a homomorf képeit, amelyek testek!

a) Z b) K|[x], ahol K test c) Zx] d) 7Z]i]
Megoldds: A hanyadostestek Q, K(x) (a K f6lotti racionalis tortfiiggvények teste), Q(x)
és Q(i). Ezek nyilvan mind testek, és konnyi ellendrizni, hogy minden elemiik elgall a
megadott gytirtibeli elemek hinyadosaként. A maximalis idedloknak és ezek faktorainak
leirasa:

a) Z f6idealgytirt, tehat minden idealja valamely n € Z szadm t6bbszoroseibsl all.
Ezek kozott pedig nyilvan azok maximalisak, amelyeket egy primszam generdl. A
hanyadosgytrd itt barmely [, test lehet.

b) Az el6bbihez hasonloan itt is f6idealgyfiriirdl van szd, és a maximalis idealok azok,
amelyeket irreducibilis polinom generdl. H&anyadosgytiritiként megkapjuk K 0sszes
egyszer(, algebrai testbévitését.

c¢) Nyilvanvalo, hogy Z[z]-nek homomorf képe minden F,[x] gy(ird, tehat a b) rész sze-
rint ennek a maximalis idealokkal vett faktorai, azaz a véges testek elGallnak Z[z]
maximalis ideallal vett faktorgytrtiként. Belatjuk, hogy més nem is lehet, azaz Z|x]
minden nem trividlis idealjaban van p € Z prim, és igy az ideal (p, f(x)) alakd, ahol
f(z) irreducibilis mint IF,, f516tti polinom.

Legyen R = Z[z], és I < R maximalis ide4l. Ha I NZ # 0, akkor az R/ test véges
karakterisztikaja, tehat a karakterisztikija valamely p prim, és igy p € [ is igaz. Most
tegyiik fol, hogy INZ = 0, és legyen J = IQ|z] az I altal Q[x]-ben generalt ideal. Ez az
ideal nem lehet a teljes polinomgytiri, mert akkor lennének olyan f;(z) € I és g;(z) €
Q[x] polinomok, hogy > fi(z)g;(xz) = 1, de akkor alkalmas n € Z szamra ng;(x) € Z|x]
minden i-re, és igy n = > fi(x)(ng;(z)) € I, ellentmondva a feltevésiinknek. Viszont
Q[x] féidealgytrd, igy J = g(x)Q[z] valamely g(x) € Q[x]-re, s6t foltehets, hogy
g(x) € Z|z] primitiv polinom. I C J = g(x)Qz], tehat minden f(x) polinomra
van olyan h(z) € Q[z], hogy f(x) = g(x)h(z). Mivel g(z) primitiv polinom, ebbsl
kovetkezik, hogy h(x) € Z[z], vagyis I = g(z)Z|x] f6ideal. Valamilyen p primre g(z)-
nek van egy a € Z gydke modulo p (elég, ha valasztunk egy olyan a € Z szamot,
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amelyre g(a) # 0,=£1, és p g(a)-nak egy primosztodja), igy g(z) € (p) + ((z — a)), és
ez az ideal valodi idealja Z[z]-nek, ugyanis F,[z]-ben ((z — a)) valodi ideal. Tehat I
maximalitasa miatt [ = (p) + ((x — a)), de ez ellentmond annak, hogy I NZ = 0.

d) Z[i] a Gauss-egészek gyfirtije, és ez is euklideszi, tehat f6idealgytirt, mint az a) és
b) részbeli példak. Kovetkezésképpen a Gauss-primek altal generalt f6idealok lesznek
a maximalis ideadljai. Ha ez a Gauss-prim Z-beli, p = 4k + 3 alaka prim, akkor a
faktorgytirt p*-elemii test (a mellékosztalyoknak reprezentédnsrendszere az { z+yi |0 <
x,y < p—1} halmaz). Ha viszont u olyan Gauss-prim, amelynek norméja p = 4k + 1
alakd prim, akkor is benne van az ideidlban a p = wuu szdm, de van benne olyan
is — példaul maga u —, amely nem tobbszorése p-nek, igy a faktorgytri olyan p
karakterisztikijt test, amely p?-nél kisebb elemszami, igy izomorf F,-vel.

5. Mik az irreducibilis és a prim elemek a pdros egészek gyirijében, 27.-ben? Hatdrozzuk meg
27, idedljait és fdidedljait.
Megoldds: Az irreducibilisek a 4-gyel nem oszthaté paros szamok, primek viszont nin-
csenek, mert tetsz6leges a € 2Z-re a | 2a, de a f2, és a fa. Idedl minden additiv
részcsoport, ugyanis a gytrtelemmel val6 szorzas ismételt dsszeadassal, illetve kivonassal
megvalosithato. Igy az idedlok megegyeznek Z-nek a 2Z-be esé idedljaival: mZ paros
m-ekre, és ezek fGidedlok is.

6. Mutassuk meg:

a) Z[\Vd] elemei (ahol d € 7 nem négyzetszim) egyértelmien irhatdk a + b\/d alakban,
ahol a,b € 7;

b) az N(a+ bvd) = a® — b%d norma multiplikativ;

¢) z,u € Z[Vd]-re z | u = N(z) | N(u);

d) Z[\Vd]-ben z egység < N(z) = £1.

Megoldds:  a) Ha a + bvd = o/ +b'\/d, és b # b/, akkor d = ((a — a')/(b' — b))? egy
raciondalis szdm négyzete, mésrészt d egész, tehat akkor d egy egész négyzetszam lenne,
ellentmondva a feltételeknek. Igy b = b’, amibél a = o’ is kovetkezik. Vegyiik észre,
hogy az el6z6 bizonyitas akkor is miikodik, ha a a,b egyiitthatokat Q-bol vessziik,
tehat még Q[v/d]-ben is egyértelm a foliras.

b) Ha az u = a + bv/d-re az @ = a — b\/d jelolést hasznaljuk, akkor N(u) = uii, tovabba
wu/ = @i, ugyanis u = a+bv/d-re és u' = a’' +b'\V/d-re uv’ = aa’ +bb'd+ (ab/ +ba’)Vd,
igy uu/ = aa’ + bb'd — (ab/ + ba')Vd = (a — bWd)(a' — V' Vd) = @w’'. Igy N(uu/) =
wi'un’ = wi'in = uin'n’ = N(u)N(W).

c) zlu=3Fv: u=2z2v= N(u)=N(2)N(v) = N(z) | N(v).

d) z egység < z | 1. Ha z | 1, akkor ¢) miatt N(z) | N(1) = 1, igy N(z) = =£1.
Ha N(z) = +1, akkor zZ = +1, azaz z inverze Z, vagy —Z, tehat z mindenképpen
invertalhatd, és igy egység.

7. Bontsuk fel primek szorzatdra a 7, 13 és 5 + i szdmokat Z[i]-ben! Hdny egymdssal nem
asszocidlt prim faktora van 2 + 2i-nek?

Megoldds: A 4. feladat allitasaibol kovetkezik, hogy ha N(z) prim, akkor z irreducibilis
(ui. N(z) minden N(u)N(v) felbontdsdban az egyik tényezé +1), ha pedig N(z) = pq
valamely p és ¢ nem feltétleniil kiilonb6z6 primekre, akkor z csak akkor lehet reducibilis,
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ha p és q vagy —p és —q elGallhat normaként. Specialisan a Gauss-egészek korében p € N
primszam Gauss-prim, ha p = 3 (mod 4), mert N(p) = p?, és p nem 4ll el6 két négyzetszam
Oszegeként, azaz normaként. Tehéat 7 Gauss prim, 13-nak pedig az irreducibilisekre valo
felbontésa: (2 + 3i)(2 — 3i) a 13 = 22 + 32 elallitasbol. N(5+ i) = 26 = 2 - 13 felbontasa
miatt az asszocialtsig erejéig egyetlen 2 normaja Gauss-egész, 1+ kell, hogy oszt6ja legyen
5+ i-nek, és komplex osztéassal azt kapjuk, hogy (5+1)/(1+1¢) = (5+1)(1—1)/2 =3 — 24,
tehat 5+ = (1+1)(3—24) irreducibilisekre bontas. 2+2i = 2(1+4) = (1+4)(1—4)(141) =
—i(1 +1)3, tehat asszocidltaktol eltekintve egyetlen prim faktora van 2 + 2i-nek.

. Legyen R = Z[\/—5|. Adjuk meg 6-nak két (lényegesen) kilonbiézd, irreducibilis elemekre

valo felbontdsdt R-ben.

Megoldds: 6 = (1 ++/—5)(1 —+/=5) = 2-3. Mindegyik felbontasban irreducibilisek a
faktorok, ugyanis sem 2, sem 3 nem &ll el6 a? + 5b% alakban, és igy a szerepls faktorok
normai: 6, 4, illetve 9 nem bonthatok fel két nem egység norma szorzatara. (Megjegyzés:
Ez példa arra, hogy egy R-ben nem minden irreducibilis elem prim, példaul a 2 ilyen.)

. Ldssuk be, hogy ha Z[\/d] alaptételes (ahol d nem négyzetszim), akkor 2 nem irreducibilis

Z[\/d]-ben.

Megoldds: Ha R UFD (alaptételes), akkor minden irreducibilis elem prim is (a méasik
iranyt kovetkeztetés igaz minden integritasi tartomanyban), ugyanis ha p irred., és p |
uv = q1---qr, ahol a qi,...,q, irreducibiliseket az u és v felbontasabol kaptuk, akkor
van olyan w, amellyel pw = ¢; - - - q.. A felbonthatésdg miatt a w elem ps - - - p, alakban
irhato, igy pps - - -ps = q1 - - - qr, és ekkor az egyértelmiiséghdl kovetkezik, hogy p asszocialt
valamelyik g;-vel, igy osztoja u-nak vagy v-nek. Tehat elég bebizonyitani, hogy 2 nem prim.
Valéban, ha 2 fd, akkor 2 | 1 —d? = (1+Vd)(1—Vd),de (1£Vd)/2 =1+ IVd ¢ Z[Vd] a
Q folotti egyértelmii foliras miatt, és igy 2 /(14 +/d). Hasonloan lathato, hogy 2 | d esetén

24+d*=(2+Vd)(2—Vd),de2 f2+d.
Tegyiik fol, hogy d € 7 négyzetmentes. Ldssuk be, hogy

a) d <0 esetén Z[/d] alaptételes < d = —1 vagy —2.
b) d=1 (mod 4) = Z[Vd] nem alaptételes.

Megoldds:  a) Hasznéljuk az n = —d > 0 jeldlést! Az n = 1 és n = 2 esetben belatjuk,
hogy a gytrd euklideszi, tehat teljesiil ra4 a szdmelmélet alaptétele. Ugyanis, ha az
a,b € R = Z[\/—n| szdmokhoz keresiink olyan ¢,r € R szamot, amelyre a = bq +
r, és N(r) < N(b), akkor a b és bi\/n vektorok altal definialt téglalapracson kell
megkeresni azt a bq rdcspontot, amelyik a legkdzelebb van a-hoz, és ez még akkor is,
ha a egy téglalap kézepére esik, legféljebb [b[y/1 + 4 < |b\\/§ < |b] tavolsagra van a
racspontoktol, igy |r| < |b|, azaz N(r) < N(b). Ha viszont n > 3, akkor a 9. feladat
eredményét hasznalhatjuk: 2 csak irreducibilis lehet, mivel 2 nem all el6 z2 + y?n
alakban (z,y € Z-re), tehat az N(2) = 4 norma csak 1 -4 alakban bonthat6 fel két
norma szorzatara. Ebbél kovetkezik, hogy Z[/—n| nem alaptételes.

b) A d < —3 esethez hasonloan a d = 1 (mod 4) esetben is azt tudjuk megmutatni,
hogy 2 nem 4ll el6 Z[v/d]-beli elem normajaként. Ugyanis N (z + yvd) = 2? — dy? =
22 —y? # 1 (mod 4). Ebbél itt is kovetkezik, hogy 2 irreducibilis, és igy Z[v/d] nem
alaptételes.
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Gydkjelekkel felirhatok-e, illetve a komplex szamsikon (a tengelyek és az 1-hez tartozé pont
ismeretében) megszerkeszthetdk-e az f(x) = x® — 42* + 622 + 2 polinom gyikei?

Legyen R egységelemes kommutativ gyird. Bizonyitsuk be, hogy ha I, J< R, és [+ J = R,
akkor IJ =1NJ.

Legyen R = Z[z], és I a 2 és x° dltal generdlt idedl R-ben. Bizonyitsuk be, hogy az
R/1 faktorgyirid 4 elemid, és ldssuk be, hogy R/I multiplikativ félcsoportja izomorf Z,
multiplikativ félcsoportjdval.



