Algebra 2. 7. feladatsor (megoldasok) 2012. &prilis 6.

1. a) Bizonyitsuk be, hogy egy Noether-gyird minden faktorgyirije is Noether.
b) Bizonyitsuk be, hogy ha [ <R, és I és R/I is Noether, akkor R is Noether.

Megoldds: a) Vegyiink a faktorgytirtiben egy névekvd jobbideallancot. Ennek 8sképe az
eredeti gytriiben szintén noévekvs jobbideallanc, amely a Noether feltétel miatt valahol
leall, és akkor a faktorbeli lanc is leall.

b) Legyen J; C J; C - - - jobbideallanc R-ben. Ekkor J1NI C JoNI C -- - is jobbideallanc
I-ben, és (J; + 1)/I C (Jo +1I)/I C --- is jobbidedllanc R/I-ben. Mivel I és R/I
(jobb) Noether, van olyan ng, hogy n > ng esetén J, NI = J,y1 NI és J, +1 =
Jn+1 + I. Belatjuk, hogy ekkor J,1 C J, (amib6l J,11 = J,). Ha jui1 € Jui1,
akkor J,, + I = J,4+1 + I miatt van olyan j, € J,, és i € I, hogy jp+1 = jn + 4, I8y
1= jn—l—l — Jn € Jn+1 NnNl=J,nN I, amibdl jn+1 — jn € Jn, és igy jn—l—l € Jy.

2. Bizonyitsuk be, hogy ha R[x] Noether-gyirid valamely R kommutativ gyirdre, akkor R
sziikségképpen eqységelemes.

Megoldds: Egy r € R elemre az (r) C (r,rx) C (r,rx,rz?) C --- ideélsorozat valahol
ledll: rz"™ € (r,rz,...,ra"), azaz ra" ™t = S izt + > pi(z)rat valamely n; € Z és
i=0 i=0

pi(x) € R[z]-re. Ebben az 2" egyiitthatoja r = re valamely e € R-te.

Mivel R[z] Noether-gyfirt, végesen generalt: R[x] = (p1(z),...,pr(z)). Ha p;(x)
konstans tagja r;, akkor ebbsl R = (ry,...,rr). Mindegyik r;-hez van olyan e;, hogy
r; = rie;. Ebbgl belathatd, hogy van hozzajuk kozos e is: ugyanis ha r = re és s = sf,
akkor r = r(e+ f —ef) és s = s(e+ f — ef), tehat e + f — ef mindkett6hoz jo. Ezt
végigcesinalva az 1,73, ..., elemekre kapunk egy e € R elemet, amelyre r; = ;¢ minden
i =1,...,kra. Végil a kommutativitids miatt (r1,...,7;) minden r elemére igaz, hogy
r = re, vagyis e egységeleme R-nek.

3. Mutassuk meg, hogy ha eqy R kommutativ nullosztomentes gyirid minimumfeltételes, akkor
R test.

Megoldds: FElészor belatjuk, hogy R-nek van egységeleme. TetszGleges 0 # a € R-re az
(a) D (a?) D (a®) D - - - idealsorozat valahol leall, igy van olyan n, hogy a” € (a™*!), azaz
a" = ka™t! 4+ ra"*t! valamely k € Z-re és r € R-re. A nullosztémentesség miatt ebbsl
a = a(ka + ra), vagyis van olyan e € R, amelyre a = ae. De akkor minden b € R-re
ab = aeb, és a nullosztémentesség miatt b = eb minden b-re. Minthogy R kommutativ,
ebbdl kovetkezik, hogy e egységelem R-ben. Hasznaljuk e-re a megszokott 1 jeloléstl

Visszatérve arra, hogy a” € (a"'1), az R egységelemessége miatt azt kapjuk, hogy
a™ € a"t'R, azaz van olyan r € R, amelyre a” = a""!r, és a"-nel egyszer(isitve, 1 = ar,
vagyis a-nak van inverze. Ezzel belattuk, hogy R test.

4. Bizonyitsuk be, hogy a 2 és x dltal generdlt idedl nem féidedl Z[x]-ben.

Megoldds: (2,7) = {> a;z* | 2 | ap}, mert az ilyen alakii polinomok biztosan benne
vannak (2, x)-ben, és ezek idealt is alkotnak.

Ha (2, x) f6ideal lenne, akkor volna olyan p(z) polinom, amelynek 2 és z is t6bbszorose.
Abbdl, hogy 2 a p(z) tobbszorose, kovetkezik, hogy p(x) = ¢ # 0 konstans, viszont akkor
(p(z) minden elemének minden egyiitthatéja oszthato c-vel, tehat x € (p(x)) esetén c
osztoja 1-nek, és akkor (2,z) = (p(x)) = R, ellentmondva a (2, x) ide4l fonti leirasanak.
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. Szamitsuk ki a (4,x) és (6,x) idedlok szorzatdt és metszetét Z[x]-ben!

Megoldds: (4,z) = {Sa;xt | 4] ap}és (6,2)={> a;x* | 6|ag}, tehat (4,2)N(6,2) =
{>aiz’ | 12 | ag} = (12,z). Masrészt (4,z) - (6,7) = (24, 4z, 61, 2%) = (24,27, 2%) =
{> a;x" | 24| ag, 2| ay}.

. Keressiink Z-ben olyan A és B idedlokat, amelyekre AB # AN B.

Megoldds: A= (4), B = (6)-ra AB = (24), és AN B = (12).

. Bizonyitsuk be, hogy () primidedl 7Z|x]-ben, de nem mazximdlis!

Megoldds: A 4. feladat megoldasaban lattuk, hogy (z) C (z,2) C Z[z], tehat () nem
maximalis. Viszont ha f(z)g(x) € (z), azaz f(x)g(z) konstans tagja 0, akkor f(z) vagy
g(x) konstans tagja 0, és igy f(z) € (z) vagy g(x) € (x). Tehat (z) primideal.

. Legyen R kommutativ, I valddi idedl R-ben, és I primidedl. Bizonyitsuk be, hogy ha R/I

véges, akkor I maximadlis.

Megoldds: R/I véges, nullosztomentes gytiri, tehat a 6. feladatsor 3. feladata szerint R/I
test, azaz [ maximalis.

. Keressiik meg a fdéidedlokat és a primidedlokat a 2 X 2-es felsé hdromszégmadtrizok

gyirijében!

Megoldds: Az 5./10. feladat megoldasdhoz hasonléan az idealok: {3 :], {8 8],

[8 I] , [8 8} és [8 8} . Ezek koziil az els6 a teljes gytiri, a mésodik és harmadik pedig

LT , o o P 1 0 0 0f (0 O
maximalis. A maradék kett§ viszont nem is primideal, mert [ 0 0} . { 0 1} = { 0 0}
benne van mindkett&ben.

a) Bizonyitsuk be, hogy ha egy R kommutativ gyird nem féidedlgyirid, és I < R nem
féidedl, akkor létezik eqy J<R, amely tartalmazza I-t, nem féidedl, és amely mazximdlis
erre a tulajdonsdgra nézve.

b) Bizonyitsuk be, hogy ha eqy R egységelemes kommutativ gyidriben minden primidedl
fdidedl, akkor R féidedlgydri.

Megoldds: a) A nem fidedlokra alkalmazhat6 a Zorn-lemma, ugyanis ha I nem f6idealok
egy novl lancdnak unidja, akkor I sem lehet f&idedl, mert ha egy elem generalni,
az mar valamelyik kisebb ideilban is benne lenne, és igy sziikségképpen az egészet
kigeneralna.

b) Tegyiik fel, hogy R nem f6idealgytiri. Ekkor van benne olyan ideil, amelyik nem
f6ideal, és igy az a) rész szerint van ezek kozott maximalis is, legyen ez I. Belatjuk,
hogy I féideal. Ugyanis ha a,b € R\ I, de ab € I, akkor I maximalis tulajdonsaga
miatt I + (a) és [ + (b) féidedlok: I 4 (a) = (¢) és I + (b) = (d). De akkor (cd) =
(I+ (a)(I+ (b)) =1+ (a)l+ (b)I + (ab) = I, ellentmondva annak, hogy I nem
féideal. Viszont a feltétel szerint minden primideilnak fGidedlnak kell lennie, tehét
igy is ellentmondésra jutunk.



