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R E�F
G>HJI�F+E�K;EMLNEOHQPSR>LTL�U?VXW
VZY�[\F
G
]?^�]�_OEM`ba+E,cd`fehg
K iOU?PjW C eZa+E9g
K;R>P&P2k C k>VZVlemR�H C V,n�W
VXo>H"g3F+R>VmW C
A | B ⇔ B ⊆ A pJEMKqVXI�VrE�KsK;E�K:tvuwexW&K;E�F
`yW�F
G2R2_3_BPSk C k�HQR�H C Vro3z�W&K;E�F>P�e�HJEJ_3_{PSk C k�H|VrkS_3_�H C k>^9k�H}z
e�^�^9E9a
U�~�eZ_"e�KqesH\E�K;E�Lxz�E�F
G>HJI�F�zN^9E�K:W�VlY�[��y^OY�L E�K;E�LD��g
^)E�^�^9E)W C R�H C V,n�W
VXo>H"g3F
^9W�`�I C [�E���uwU�VXW>H}HOU?P
LNE�F>z�n�R9F
G��TE}a+EOP�e�`7a
�ZF
G
]?^�]�_�E�`\E C W C R�H C Vln�W
Vro�H"g3FNEOP�[�e�[
W
K;E�`fH�W C}C W
K�z�n�R9F�G B = AC [�W
K:W
LTe�KqG+E�`
C eZa+E9g�Kq^�W2t
u)E�F+R>K:a+g>H"� l.n.k.o(A, b) = A + B
l.k.k.t.(A, b) = A ∩ B
A �M�������"� ⇔ A �}�
���}���:�����D�N�:�����"���:���J���:� ⇔ A = R
A �����9�"���� M�:¡f�;�:�;� ⇔ A ¢Z�£ M�9�
¤{¥S�������2���M� R �9�
���}���;�N���"�J� ⇔ A ���>¦��:�����;�:�
A �M� B �9�"�§�
��¨:©�ª��9¨:�N�M¤ ⇔ A + B = R
P ª��9¨;� ⇔ « AB ⊆ P ⇒ A ⊆ P ©������ A ⊆ P ¬ ⇔ P ª��9¨:�N�;���"���Z­
⇒ ­ ab ∈ P ⇒ (a)(b) ⊆ P ⇒ (a) ⊆ P ©
����� (b) ⊆ P ⇒ a ∈ P ©
����� b ∈ P ®
⇐ ­£¯��M����°�¤|±s�"�l²�³�´S��� AB ⊆ P ²���� A 6⊆ P µ�¶d¤�¤2´��·©
��� a ∈ A \ P ²��"�¸�M���9� aB ⊆ AB ⊆ P ⇒

ab ∈ P ∀b ∈ B ²f¨;��� b ∈ P ∀b ∈ B ⇒ B ⊆ P µ¹ �Bº EXF
G2EM` R �TE9a?EOP�e�`ya��ZF
G
]?^�]2z A, B, C / R t¸»¸e C R>`�G>Y�VlHOU?PN_OE}z�nfR9F
G
WM¼�n�W C 6= (0) z½W>P3PSR
^ AC ⊆ BC ⇔ A ⊆ B ¾_¿¼ A ∩ (B + C) = A ∩ B + A ∩ C ¾
~(¼ A ∩ B + C = (A + C) ∩ (B + C) t

u)E�F+R>K:a+g>H"� �?¬ AC ⊆ BC ⇔ ∃D : AC = BCD ⇔ ∃D : A = BD ���À�"���2�M�¿�9�"�;�TÁ
ª��9¨:�N±s�"��¡7´S�2�}���Â�Ã�§�
��� ⇔ A ⊆ B

¡7¬}²Ä >¬�Å�� A = P α1

1 · · ·Pαr
r ² B = P β1

1 · · ·P βr
r �M� C = P γ1

1 · · ·P γr
r «Z�À©
���§���N�"������¤�¡7�M�Æ���"�

���M�M�9�Mªf�:ÇÈª��9¨:�N�;���J�����Æ´���� 0 ¤��:�9�M©2Ç3©2�"�Q¨���©
�?¬}²É�
¤�¤2´��Ê�Ë¤2�M�Æ¡f�;�M´S�+��¨:�}������ÌÍ¥S�����M�"±s°��S�S�"�"­
max(αi, min(βi, γi)) = min(max(αi, βi), max(αi, γi)) ²Î�"� min(αi, max(βi, γi)) =
max(min(αi, βi), min(αi, γi)) µÏ �Bº EXF
G2EM` R = Z[

√
−5] t

WM¼ A a(iOU?P)L�E�F 6 �r`yW>P&PSI�V|ÐXK;IM`fG2EXF+EOHJE�`2¼\P�Ñ�K;k>`y_�k C3Ò zme,^O^9E}a
Uf~MeZ_Me�KqesHÓE�K;E�LNE�P�^9EÉ[
W
K;o�pJEMK:_OR>`fVXg>H"g
V
R �¿_OEM`yt

_¿¼ A a(iOU?PmLNE�F{W (6) eha+E9g
Kq`yW
PNW��$^�Y�LTeZa+E}g
K;R�P�^9WÃ[
W
K;o¸p3E�K:_OR>`fVXg>H"g�V R ��_OE�`yt
u)E�F+R>K:a+g>H"�
�?¬ 6 = 2 · 3 = (1 +

√
−5)(1 −

√
−5) «l�;��µÕÔ�µqÖ�×�µ�±s�"�;���f�
�M¬

¡7¬ (2, 1+
√
−5)(2, 1−

√
−5)(3, 1+

√
−5)(3, 1−

√
−5) µØ¶Õ�"�M¤�����¤x���½�M�;�"�N�M�:�Ù±s�"�;¨���©��Ú�;�
�9³f�
��Û���¤y²

³�´S���Ü�N�>¦��;�N���;�;�Ý�;���"���;´�¤7µÙÞ5�lµ I = (2, 1+
√
−5) = { a+b

√
−5 | a, b ∈ Z, a ≡ b (mod 2) } ²

¨:���N�N�:�����"�N¤�¨�©�°����;�M©2ÇÜ�"�:�"� 1+ a ���;�
¤�¡�����¨:��³f�
�9Ì�²���³�´S� a ∈ I ²?�9�"³f�
�ß���D¥S�����"�"� I ¢h�5©����:Ì����
�NÌ?��´S�{�9�
���}���;�N���"ÌT�;���J�����}�
���9���;�����"�"� 1 ¢��M�J²�©
�������:�£���"´S��´S� R ¢h�9�"�lµà �Bº EXF
G2EM` R �TE9a+EOP>e�`ya
�ZF�G>]�^O]+z A, B / R t\»¸e C R>`fG
Y�VlHOU?PÉ_OEOzÚnfR9F
GQn�W A IOH B ^}E�K:W
VZY�[��$^OY�L�EOPJzxIOH

c, d ∈ R zØW>P�PSR>^·[
W�`�R>KqGSW�` x ∈ R zØW
LTe�^}E x ≡ c ( (mod A)) IOH x ≡ d ( (mod B)) tßu&R
`ya(iOU?PDP�e§z
IOHÜK:g>H}H�U+PB_OEmW C g
KsKqY�VXg>HÜLNE�F(p3E�K;E�K Ò iJIMV A1, A2, . . . , An ��g
^}R>`�PSIM`fVß^9E�K:W�VlY�[��$^�Y�LáeZa+E9g�K;R�P�^�WÉÐZâÜY�`yW
e
LÃW
^9W2a+IOP>VXI�VrE�K ¼�t
u)E�F+R>K:a+g>H"� A �"� B �9�"�;�
�9¨:©�ª��9¨;�N��¤7­ A+B = R ²�¨;����©����Ü´S���+��� a ∈ A �"� b ∈ B ²�³�´S��� a+b = 1 µã �M��¤2�"�;��¡7�M�§�
�9���l²Ù³�´S���É©
���)´S�:�+��� x ∈ R ²����Ã�"�:�?�9� x − c ∈ A �M� x − d ∈ B µ a + b = 1 ⇒
(c− d)a + (c− d)b = c− d �;�Ãªf�:�;�"� x = (d− c)a + c = (c− d)b + d ¢Z�9� x− c = (d− c)a ∈ A ²
�"� x − d = (c − d)b ∈ B µ
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� ���}���§����´S�9��� n ¢h����©2´S�f�
��¤2´S�MÌ{�9�M� Û��"���;������¤2 "�:Ì�©
����¡f�;�"´S�2��¨���Û���¤7µ A1, . . . , An ª��
�9´S��¤2�"�2���9�O¢

�§�
��¨:©{ª��9¨;�N��¤��9���"� ci ¢h¤����T���x�;������¤2 "�:ÌS�D±s�"�:���M©2�"�D�N�;�
���Â©
��� c ²y���N�"�:�?�9� c ≡ ci (mod Ai) ¶Õ³�³��"��"�:�"�N�}���§���:���Ù�M��� x ¢��M�J²$³�´S��� x ≡ c (mod A1 ∩ . . . ∩ An−1) ²$�"� x ≡ cn (mod An) µ ã�� µÄ >¬·±s�"�;�>¢
�f�
�·�N�;�
��� A1 ∩ . . .∩An−1 + An = (A1 + An)∩ . . .∩ (An−1 + An) = R∩ . . .∩R = R ²?�9�M³f�
�
A1 ∩ . . . ∩ An−1 �"� An �9�"�;�
�9¨:©�ª���¨;�N�M¤y²��"�¸¨;���{�;�M���"�"�:¤|�:�:�2�"� x �����"�:��ÇÃ�M���M�Ú�Ã�§�
���Jµ

� �Bº EXF
G2EM` R �TE9a+EOP�e,`ya
�ZF
G
]�^O]+z A, B / R z (0) 6= B ⊆ A z¸IOH A = P n1

1 · · ·Pnk

k z B = P m1

1 · · ·Pmk

kW C A I�H B �$^OY�L�VXI�`�G2E C�Ò H�pJE�K:_OR
`fV�g
H"W2tßuÉU?VXW>H}HOU?P�L�E�F�zÝn�R}F
Gx[
W
`�R>KqG2W
` a E�K;E�LNE A �X`yW>PJz�W
LNE�KqG
^9E
a /∈ P ni+1

i LTe�`7a+E�` i �X^}E}z·IOH�nfR9F
G{E C}C E�KØW C a EMK;E�LTLNE�K A = B + (a) t
u)E�F+R>K:a+g>H"� �Ý�M�9�M�"�:¤ ci ∈ Pni

i \ P ni+1

i �N�:�����"� i ¢Z�9�Q���{�"���2�M�¿�9�"�;�TÁ ª��9¨;�N±s�M�:¡7´S�2�}�����N�§�
�¿�J²��"�
¨;���)��¤�¨:�f���5���
�}������¤��9�M���"�Õ�Ã�§�
����©�����´S�:�+��� x ∈ R ²�³�´S��� x ≡ ci (mod Pni+1

i
) �N�:�����"� i ¢h�9�
µ

¶Õ¡�¡yÇS�½¤2¥�©2����¤2�"�"��¤7²�³�´S��� x ∈ P n1

1 ∩ . . . ∩ P nk

k = P n1

1 · · ·Pnk

k = A «,�����+�����;� P n1

1 , . . . , Pnk

kª��
�9´S��¤2�"�2�·�9�"�;�
�9¨:©mª��9¨;�N��¤7²��:��µdÔ2Ö
ÅD± � µ�¬}²?�"� x /∈ P ni+1

i ²��N����� ci /∈ P ni+1

i µ��Ý�"���2�"� a = x µ�¶d���9�
B ⊆ B + (a) ⊆ A µ�Å�� B + (a) 6= A ²��
¤?¤2´�� B + (a) = P `1

1 · · ·P `k

k ©
���§���N�"��� ni ≤ `i ≤ mi

¤����9�M©2Ç�¤?¤2�"�Z²��"��©
���)´S���+��� j ²Ø���N�"�����9� `j > nj µ	�r��� a ∈ P
`j

j ⊆ P ni+1

j �"�;�:�"�2�9�N´S���f���"µ�¯Ù�"³f�
�
B + (a) = A µ


 � »¸e C R
`fG>Y,V,HOU?PN_OEOzdn�R9F
GT�TE9a+E�P�e�`ya
�hF
G>]�^O]f_OE�`ÓLTe�`ya+EM`ÉeZa+E9g�KyF+E�`7EM^�g
K n�W�VXomK;EXF(pJE�K iJE3_3_�PSI�V¸E�K;E�LTL�E�K:t
u)E�F+R>K:a+g>H"���Ù�M���2�"� 0 6= A / R ² 0 6= b ∈ A �"� B = (b) µ�¶Õ¤?¤2´��¸���
��µ�±s�"�;���f�
�Â�¿�"�M�9�:�+�¸©����B´S�:�+���
a ∈ A ²f³�´S��� A = B + (a) ²��"�Â¨:��� A = (a, b)

� �Bº EXF
G2EM` R = Kn×n E�F
G K ÐqpJE�^9a+Er¼�VrEOHOV�pJk>K;k>VZVleDLNg
Vl^�e��3F
G
]�^O]ft��ØHOU���g
` R F
G
]�^O]�LT]?[SE�K;E�VrE�e�`7EOPesHOL�E�^9E�VrIJ_OEM`Qn�R9F
G2W
`Én�W
V�g�^9R C n�W
V i�U+P�L�E�F n ��E�V¸IOH K �XV,zdn�WWM¼ K ÐXPSR>LTLTU�VXW
VlY,[9¼�VrEOHOV,¾
_¿¼ K p3E�^�a+EMVXEOH�VM�

u)E�F+R>K:a+g>H"� �?¬�¶d¡�¡7�"� �����"������¡7�"� Z(R) ∼= K �M� R �Ã�;�2� K ¢Z©2�M¤���´����9�M�Ü���:�N�"���"�:Ì�Û9� n2 «Z���
R ©2�M¤���´����9�M�9�¿�"�M��¤2�"�M�M�9�M�������À�;�
��Û���¤7²�³�´S���)� Z(R) �M�;�"�N�M�:©2�"�d©����:Ìw���"´��9�J���(�m���M�"�"°�¤$¬9µ ã
Z(R) = {λI |λ ∈ K } ∼= K ¡f�:�"´S�+��¨:�}������­ ã �¿¤
���§�
�9���
�¿�9��¦�´�¤N�2���;��©����B±s�"�; M���M�9�"�:³��M�9Ç�¤B�N�;��¢
���"�����M�Zµ�Å��|ªy�"���;�B�"��� A ���
���9� ¦É�N�;�����M�����"��±s�"�; M���M�9�"�:³��M�9Ç�²��
¤�¤2´�� ajkEi` = EijAEk` =
AEijEk` = 0 ²�³f� j 6= k ²�¨;��� A ���;���S´S�f���;�;�����
�¿�9��¦7­ ∑

aiiEii ²��"��¨:��� ajjEij = EijA =
AEij = aiiEij �N�§�
�¿� A �¿¤
���§�
�9���>���9��¦7µ

¡7¬ R ¢h¡y�"�È���Ê�:���"�Ãªy´��9�"���Ê« e2 = e �"���2�M���;�M�9��� ¤��;�"�:�"�S¨:��Ç�¬É�"�;�M�N�M¤ �Ã�;�2���;�;���"�
�9�;�)���9��������¢
±s´��9�N�� "�;Ì�¤j�"���?¢h�"���Ê���:�9�����9�Q©
���;Ì�©2�M�9¨:���"���M¤y­ V = V1 ⊕ V2 �"���M�9�M� v1 + v2 7→ v1 �+���;� ¢
©
��� �:���"�Ãªy´��9�"���"²d�"�T±s´��9��¨:�¿©���²�³f� ϕ �:���"�Ãª7´����"���"²Õ�
¤�¤2´�� V = Ker ϕ ⊕ Imϕ ­����:����Û�����¤?¢
�}�
¤y²��N�����É³f� vϕ ∈ Ker ϕ ²Ü�
¤?¤2´�� vϕ = vϕ2 = 0 ²��"�É¤��:�S�"���M�}��� Û9�
¤ �����"�S�"��� V ¢Z�J²
�N����� v ∈ V ¢h��� (v − vϕ)ϕ = vϕ − vϕ2 = 0 ²��9�"³f�
� v − vϕ ∈ Ker ϕ ²��"�w�M¡�¡7ÇS�
v ∈ Im ϕ + Ker ϕ µ ã �Ó�;���"�Ãªy´��9�"������¤Ê¤2¥S�M°����:�{¤��:©
���§�������9³f�
��Û���¤Ê���"´�¤
�
�J²Ú���Ã�"�:�2�M¤����M¤
���:�� "�½´S�:�+��� e = e1 + e2 �:���"�Ãªy´��9�"�����M¤?�9�Â©
���;Ì�¡7´S�2�}���9��²����Ã�"�:�2�M¤?�9� e1e2 = e2e1 = 0 ®��"�M�M¤
�:�"���"���M¤ �����"�������;�N�M���"�;ÌS�T�����9�M�9�M¤?�9��©����:Ìw©2�M�9¨:���"���M¤yµ����M�S°��ß³f� e �"���À�;���2�"� �;���"�Ãªy´��9�"���M²
�
¤?¤2´�� eRe ∼= Hom(K, K) ∼= K ²�¨;���)�N�"�S³f�
�}�
�9´S�M³f�
��Û���¤ K ¢h�Jµ n ªy�"���;�\���|�"�����¿�"�S�"�;�M�
´�����´S�S´S�f���;�;�Â«Z���"���·ª��
��´S��¤2�"�+� 0 ���"´��9�J�
���y¬Ø�:���"�Ãª7´����"�����M¤?�9�¸©
���;Ì����>¦��;�����:�;��±s�M�:¡7´S�2�}���9�
¡����
�T�}���S´�¤|���J������µ


