Algebra 2. 8. feladatsor (megoldasok) 2012. aprilis 13.

1. Az R egységelemes kommutativ gyiriben definidljuk az idedlok kozétti oszthatdsdgot az
A | B & B C A feltétellel. Mi a legnagyobb kézds oszto, a legkisebb kidzds tobbszirds,
wrreducibilis elem, egység, relativ prim elempdr erre az oszthatdsdgra nézve? Mutassuk

meg, hogy Dedekind-gyiriben ez az oszthatdsdg ekvivalens azzal, hogy B = AC valamilyen
C idedlra.

Megoldds: l.n.k.o(A,b)=A+ B

l.k.kt(Ab)=ANB

A egység < A tartalmaz minden ideadlt & A =R

A irreducibilis & A-t csak 6nmaga és R tartalmazza < A maximalis

A és B relativ primek < A+ B =R

P prim < (ABC P = AC P vagy AC P) & P primideal:

=:abe P = (a)(b)C P = (a) CPvagy (b) CP= ac Pvagybe P,

<: Tegyiik fel, hogy ABC P,de AZ P. Ekkor vana € A\ P, és erre aBC ABC P =
abe PYbe B,igybe PVYbe B= B C P.

2. Legyen R Dedekind-gyiri, A, B,C < R. Bizonyitsuk be, hogy
a) ha C # (0), akkor AC C BC < A C B;
b) AN(B+C)=ANB+ANC;
c) ANB+C=(A+C)n(B+(C).
Megoldads: a) AC C BC & 3D : AC = BCD < 3D : A = BD az egyértelmi
primfelbontas miatt <& A C B
b),c) Ha A = PM...P* B = P*...pPPF & C = P]" ... P’ (a valamelyikben nem
szerepl6 primidealt ott 0 kitevével irva), akkor a két bizonyitand6 Osszefiiggés:
max(a;, min(G;,7;)) = min(max(ay, 3;), max(a;,y;)), €s min(og, max(5;,7y;)) =
max(min (o, G;), min(a;, v;))-

3. Legyen R = Z[\/—5].

a) Adjuk meg 6-nak két (lényegesen) kiilonbozé, irreducibilis elemekre vald felbontdsdt
R-ben.

b) Adjuk meg a (6) idedlnak a primidedlokra vald felbontdsdt R-ben.

Megoldds:

a) 6=2-3=(1++v-5)(1—+=5) (1d. 6./8. feladat)

b) (2,1++v/-5)(2,1—v/=5)(3,1++/—5)(3,1—+/—5). Ezeknek az elemeit felirva lathatjuk,
hogy maximalis idealok. Pl. I = (2,14++/—5) ={a+bv—5|a,b € Z, a = b(mod 2) },
igy minden kiviil levé elem 1+ a alakban irhato, ahol a € I, tehit az 6sszes I-t valodi
mobdon tartalmaz6 ideal tartalmazza 1-et, vagyis azonos R-rel.

4. Legyen R Dedekind-gyirid, A, B < R. Bizonyitsuk be, hogy ha A és B relativ primek, és
¢, d € R, akkor van olyan x € R, amire z = ¢ ((mod A)) ésx = d ((mod B)). Mondjuk ki,
és lassuk be az dllitas megfeleldjét Ay, Ao, ..., A, pdaronként relativ prim idedlokra (Kinai
maradéktétel).

Megoldds: A és B relativ primek: A+ B = R, igy vanolyana € Aésb € B, hogy a+b = 1.
Azt kell belatni, hogy van olyan = € R, amelyre t —c € Aésx—d e B. a+b=1=
(c—d)a+ (c—d)b=c—dimpliesz = (d—c)a+c=(c—d)b+dre x—c=(d—c)a € A,
ésx—d=(c—d)be B.
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Altalanosan n-re vonatkozoé teljes indukciéval bizonyitjuk. Ai,..., A, paronként re-
lativ primekre és ¢;-kre az indukcios feltevés miatt van ¢, amelyre ¢ = ¢; (mod A;) Ehhez
elég talalni egy z-et, hogy v = c(mod A;N...NA,_1), és & = ¢, (mod A,). A 2.c) fela-
dat miatt A;N...NA, 1+A4,=(A1+A4,)N...N(A,—1+A,) =RN...NR = R, tehat
AiN...NA,_1 és A, relativ primek, és igy létezik ilyen = az els6 eset miatt.

. Legyen R Dedekind-gyiri, A,B<R, (0)# B C A, ésA=P" ---P'*, B=P/" -.-P"*
az A és B primtényezds felbontdisa. Mutassuk meg, hogy van olyan a eleme A-nak, amelyre
a ¢ P! minden i-re, és hogy ezzel az a elemmel A = B + (a).

Megoldds: Létezik ¢; € P/" \Pi"iJrl minden i-re az egyértelmd primfelbontas miatt,és
igy a kinai maradéktétel miatt van olyan = € R, hogy = = ¢; (mod P?iﬂ) minden i-re.
Ebbsl kovetkezik, hogy « € P/ n...N P = P --- P = A (ugyanis P/",..., P
paronként relativ primek, 1d. 6/Hf2.), és 2 ¢ P! mert ¢; ¢ P"'. Legyen a = z. Erre
B C B+ (a) C A. Ha B + (a) # A, akkor B + (a) = P* ---P,fk valamely n; < ¢; < m;
kitevSkkel, és van olyan j, amelyre ¢; > n;. Igy a € Pfj C Pj”H'1 ellentmondés. Tehéat
B+ (a) = A.

. Bizonyitsuk be, hogy Dedekind-gyiriben minden idedl generdlhato legfeljebb két elemmel.

Megoldds: Legyen 0 # A< R,0# b€ Aés B = (b). Ekkor az 5. feladat szerint van olyan
a€ A, hogy A= B+ (a), és igy A= (a,b)

. Legyen R = K™ " egy K (ferde)test folotti matrizgyidrd. Csupdin R gytdrimiveleteinek
ismeretében hogyan hatdrozhatjuk meg n-et és K-t, ha

a) K (kommutativ) test;

b) K ferdetest?

Megoldds:  a) Ebben az esetben Z(R) = K és R mint K-vektortér dimenzidja n? (az
R vektortérszerkezetet tgy latjuk, hogy a Z(R) elemeivel valo szorzast nézziik). A
Z(R) ={ M| € K} = K bizonyitasa: A skalarméatrixok nyilvan felcserélhet6k min-
dennel. Ha pedig egy A méatrix mindennel felcserélhets, akkor a;,Fiy = F;j AE), =
AEijEkg = 0, ha j 7& ki, igy A diagoné,lis matrix: ECL”'EM, és igy CijEij = E”A =
AEij = a”'Eij miatt A skalarmétrix.

b) R-ben az idempotens (e? = e egyenletet kielégits) elemek mint linedris transz-
formaciok egy-egy altérre vald vetitések: V' = Vi © V5 esetén vy + vy +— w1 nyil-
van idempotens, és forditva, ha ¢ idempotens, akkor V = Ker¢ @ Im¢: diszjunk-
tak, mert ha v € Kery, akkor vip = vp? = 0, és kigeneraljak az egész V-t,
mert v € V-re (Vv —vp)p = v — vp? = 0, tehat v — v € Keryp, és ebbédl
v € Imp + Kery. Az idempotensek koziil is kivalaszthatjuk azokat, amelyeknek
nincs olyan e = e; + e5 idempotensekre valé bontasa, amelyekre e;eo = ese; = 0; ezek
lesznek az egydimenzioés alterekre valo vetitések. Végil ha e egy ilyen idempotens,
akkor eRe = Hom(K, K) = K, igy meghatarozhatjuk K-t. n pedig az egységelem
ortogonalis (azaz paronként 0 szorzatti) idempotensekre valé maximalis felbontasaban
a tagok szédma.



