Algebra 2. 9. feladatsor (megoldas) 2012. aprilis 20.

. Tegyiik fel, hogy az R véges gyirid minden x elemére van olyan n > 1, hogy " = .
Bizonyitsuk be, hogy R kommutativ! (Utmutatds: Haszndljuk a Wedderburn—Artin-tételt!)

Megoldds: A gytr(iben nincs nem 0 nilpotens elem, mert ha 2" = 0 valamely m > 1-re,
masrészt a felteves szerint 2" = x valamely n > 1-re, akkor = ™"~ 1D+l = (. Tovabba
az R végessége miatt R Artin-gytrd, tehat a Wedderburn—Artin-tétel szerint R ferdetest
folotti matrixgytrik direkt osszege. Ha m > 1, akkor egy m x m-es matrixgytriiben
vannak nilpotens elemek (E7,, = 0), tehat R 1 x l-es matrixgytiriik, azaz ferdetestek
direkt 0sszege. De a Wedderburn-tétel miatt ezek a véges ferdetestek mind testek, tehat
R testek direkt Osszege, és igy kommutativ.

. Legyen M baloldali R-modulus, B balidedlja, J jobbidedlja R-nek, a € M és UV
részmodulusok M-ben. Az aldbbiak kézil melyikek lesznek feltétlenil részmodulusai M -
nek? (Az dsszegek komplexusisszegeket, a szorzatok a komplezusszorzat elemeibdl alkotott
dsszegek hamazadt jelentik.)

a) Ra b) Ba c) Ja dunVv e UUV

f)U+V  g) Annpy(B)  h) Anny(J) i) BU j) JU.
Megoldds: Ba, és specidlisan Ra balmodulus, Ja nem. U NV és U + V balmodulus,
U NV nem (még egy vektortér két kiilonb6z6 1-dimenzids alterének az unidja sem altér).
Anny,(B) = {m € M |Bm = 0} nem részmodulus (a gytirtielemmel val6 szorzasra nem
zart), de Annp(J) = {m € M |Jm = 0} igen. BU és JU kozil BU részmodulus, JU

nem.

. Azt mondjuk, hogy eqgy M bal oldali R-modulus ciklikus, ha M = Rm valamely m € M -re.
Bizonyitsuk be, hogy minden ciklikus R-modulus izomorf az R-nek mint énmaga foldtti
balmodulusnak eqy faktormodulusdval.

Megoldds: Legyen ¢ : RR — Rm, r — rm. Ez modulushomomorfizmus: (r —r')p =
(r—r"y)m=rm—r'm=rp—r'p, éss € Rre (sr)p = (sr)m = s(rm) = s(r¢). Mivel ¢
sziirjektiv, M = Rm = Imp = R/ Ker .

. Bizonyitsuk be, hogy egy R gyirid minden nilpotens balidedlja annullal minden egyszerid
R-modulust.

Megoldds: Legyen B balideal R-ben, és tegyiik fel, hogy B* = 0 valamely k-ra. Ha M
egyszeri modulus, azaz nincs valédi részmodulusa, akkor BM < M miatt BM = 0 vagy
BM = M. Az els6 esetben kész vagyunk, a masodikban M = BM = BBM = ... =
B*M = 0M = 0, tehét ekkor is igaz, hogy BM = 0.

. Mi lehet a Z, 73, illetve Zg gyirik folotti modulusok additiv csoportja?

Megoldds: Az 0sszes Abel-csoport egyuttal Z-modulus. Zs test, igy a modulusai vek-
torterek. Mivel minden vektortér 1-dimenzids alterek direkt Gsszege, igy a Zs-modulusok
additiv csoportja haromelemii ciklikus csoportok direkt 0sszege. Végiil ha M modulus Zg
folott, akkor M additiv csoportjdnak minden eleme els§-, masod-, harmad- vagy hato-
drendd. A maéasodrendiiek a 0-val, illetve a harmadrendiiek a 0-val részcsoportot alkotnak:
M és Ms, amelyekre My N M3 = 0. Tovabba minden m € M egy Ms-beli és egy Ms-beli
elem Osszege: m = Tm = (3m) + (4dm), igy M = My @ M3, ahol az els6z6 eset szerint My
masodrendii ciklikus csoportok, M3 pedig harmadrendi ciklikus csoportok direkt Osszege.
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. Adjunk meg olyan Abel-csoportot, amely nem maximumfeltételes, és olyat, amelyik nem

minimumfeltételes.

Megoldds: 7 nem minimumfeltételes: Z D 27Z D 47 D 87Z DO --- részmodulusoknak
szigorian fogy6 sorozata. @ nem maximumfeltételes: Z C %Z C %Z Cc ---aQ@Q
részmodulusainak szigortian n6vé sorozata.

Egy R-modulust féligegyszerinek hivunk, ha felirhato egyszerd modulusok direkt osszege-
ként.

. Bizonyitsuk be, hogy minden M modulusra ekvivalens a kovetkezé hdrom dllitds:

(i) M féligegyszeri (azaz M egyszerd modulusok direkt dsszege);
(ii) M egyszerd modulusok Gsszege;
(7i7) minden U < M-hez van V < M, hogy M =U @ V.

. Bizonyitsuk be, hogy féligegyszerid modulus részmodulusa és faktormodulusa is féligegyszeri!
. Melyek egyszeriek, melyek féligegyszeriek a véges Abel-csoportok kézil? Milyen n-re
féligegqyszerd a Z,, Abel-csoport?
Legyen

=[] faver) e n={[ 9] jeacs).

Bizonyitsuk be, hogy M jobbmodulus R folott (a természetes mdtrizszorzdssal), és hogy
M -nek egyetlen valodi részmodulusa van.

Bizonyitsuk be, hogy ha S, T,U részmodulusai az M modulusnak, akkor

SAN(T+U)=(SNT)+U & SDU



