Algebra 2. 1. feladatsor 2018. szeptember 6.

. Oldjuk meg az x* — 22% + 2% — 8x + 3 = 0 egyenletet C folitt!
Megoldds: Irjuk fel az egyenletet két teljes négyzet kiilonbségeként:

wt =223 4 2? — 8 +3 = (2% —x +u)? — (2ux® + (8 — 2u)x + (u® — 3)).

A mésodik tag akkor teljes négyzet, ha a diszkriminansa 0, azaz ha (8 —2u)? —8u(u?—3) =
—8ud + 4u? — 8u + 64 = 0, azaz 2u® — u? 4+ 2u — 16 = 0. Az utébbit racionalis gyckokre
tesztelve latjuk, hogy v = 2 kielégiti az egyenletet. Ezzel az eredeti polinom

(22 —2+2)2—(“a? +4e+ 1) = (2% —2+2)° - 22+ 1)? = (2 + 2+ 3)(2? — 3z + 1),

+ V11653 4 5,

aminek gyokei —%

. Legyen o az 2% —x + 1 € Q[z] polinom egyik gydke.

a) Hdany dimenzios Q(«) mint Q folotti vektortér?

b) Bizonyitsuk be, hogy o’ és a linedrisan dsszefiiggnek ebben a vektortérben.
Megoldds:  a) 2 dimenzits; {1, a } bazisat adja a vektortérnek.

b) a’=a-1,a3=a?>-a=-1,a%=1,a" =q.

. Bizonyitsuk be, hogy Q[z]/(z? — 2) = Q[z]/(z? — 2z — 1).
Megoldds: Mindkét polinom irreducibilis, és az elsének /2, a masodiknak 1+ v/2 az egyik

gyoke, tehat az els6 test Q(v/2)-vel, a masodik Q(1 + v/2)-vel izomorf, és C-ben ez a két
résztest nyilvanvaléan egybeesik, igy izomorfak a feladatban megadott testek is.

. Adjuk meg cos 20° minimdlpolinomgdat Q félitt.

Megoldds: A cos3x = 4 cos® x — 3 cos = Osszefiiggésbdl a = cos 20°-ra 4a —3a = cos 60° =
%, tehat o gyoke a 823 — 62 — 1 polinomnak. Ez nyilvan irreducibilis, mert harmadfok, és
nincs gyoke Q-ban (a racionalis gyOkteszt szerint csak a +1, i%, ii, :i:% johetnek szoba).
Tehat 823 — 62 — 1 az a minimalpolinomja.

. Adjuk meg /2 + /3 minimdlpolinomjdt Q, illetve Q(v/6) folott!

Megoldds: Ha a = /2 4+ /3, akkor az a — /2 = /3 egyenlet négyzetre emelésével és
atrendezésével azt kapjuk, hogy a? —1 = 2v/2a, majd ezt is négyzetre emelve és atrendezve
a? —10a? + 1 = 0, ezért a minimélpolinom osztéja az f(z) = x* — 1022 + 1 polinomnak.
A racionalis gyoktesztbsl latjuk, hogy f(x)-nek nincs linearis faktora Q[z]-ben. Tehat ha
nem irreducibilis, akkor csak két méasodfoku irreducibilis polinom szorzata lehet. Az f(z)
polinomot faktorizalhatjuk C folott: f(z) = 2* — 222 +1 — 822 = (22 — 1) — (2V/22)? =
(22 +2v20 — 1) (22 =222 - 1) = (2 +V2+V3)(z + V2 —V3)(z — V2 +V3)(z — V2 —
v3). Tehat ha /2 + /3 minimélpolinomja masodfoku lenne, akkor az (z — v2 — v/3)
tényez6t valamelyik masikkal 6sszeszorozva racionalis egyiitthatés polinomot kapnank. De
a tobbivel valo szorzataban:

2 — (54 2V6)
x2—2\/§x+1
x2—2\/§x—1
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valamelyik egyiitthatd nem racionalis. Tehat f irreducibilis, és igy az a miniméalpolinomja.
Masik bizonyitds a testbovitések fokdnak felhaszndldsdval:

Az o? — 1 = 22 6sszefiiggésbal lathatjuk, hogy v/2, és igy v/3 is benne van Q(a)-ban,
masrészt Q(a) < Q(v/2,v/3), tehat Q(a) = Q(v/2,v/3). Az utobbi viszont két bévités
egymasutanjaval kaphato meg: (Q(v/2) : Q) = 2, mert /2 minimélpolinomja az z? — 2
irreducibilis polinom, é¢s Q(v/2,v/3) : Q(v/2)) > 1, mert kiilonben /3 = a + by/2 valamely
a,b € Q-ra, és b = 0 esetén V3, a = 0 esetén \/% racionalis lenne, a,b # 0 esetén
négyzetre emelés utan azt kapnank, hogy v/2 racionalis. Tehat a bévités foka legalabb 4,
igy az f(z) = 2* — 102 + 1 polinom sziikségképpen a minimalpolinom.

. Legyen o az x® — 222 + x + 1 € Q[z] polinom egyik gyike. Adjuk meg o + 2 reciprokdt o
legfoljebb mdasodfoki polinomjaként!

Megoldds: Legyen 1/(a? +2) = Aa? + Ba + C. Mivel
o =20% —a —1¢s
4

ot =aa?—a-1)=2-a*-a=4a*-2a-2-a*-a=
=30 —3a -2,
az 1 = (Aa? + Ba + C)(a? + 2) egyenlet
1 = Aa*+Ba®+(2A+C)a*+2Ba+20 = (5A+2B+C)a*+(—3A+B)a+(—24—B+2C)

alakra hozhato, és az

5A + 2B + C = 0
-3A4 + B = 0
—-2A - B + 2C =1
egyenletrendszer megoldasaként megkapjuk, hogy A = %, B = —%, C= 1—;, azaz
! (—a® — 3a + 11)
= —(—a” — 3«
a2+2 27

. Bizonyitsuk be, hogy egy p karakterisztikaju testben
a) (a+ b)pk = a?" + " minden a,b elemre és k természetes szdmra;
b) L gyoker résztestet alkotnak;
ha |K| = p", akkor
c¢) K minden eleme gydke az zP" — x polinomnak;
d) K minden elemének minimdlpolinomja osztéja (xP" — x)-nek.

P
Megoldds: ~ a) (a +b)P = > (P)a"bP™" = a? + bP, ugyanis 0 < k < pre (}) =
k=0

szamlaldja oszthatd p-vel, de a nevezGje nem. A p-edik hatvanyozast

p(p—l)--l-ﬁ('p—kJrl)
k-szor alkalmazva azt kapjuk, hogy (a + b)p’c =a? + b,

b) Ha a?" = a és b*" = b, akkor (ab)pk = a?"b?" = ab, és az a) rész miatt (a + b)pk =
a?" + 0" =a+b, (a‘l)pk = (apk)_1 =al, és (—a)pk = (—1)pkaf”k = —a, tehat



Hf1.
Hf2.
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a gyokok halmaza (ami nem iires, st tartalmazza az egész F)-t) zart a szorzasra,
Osszeadasra és a multiplikativ és az additiv inverzre, tehat résztest.

c) K* csoport, rendje p* — 1, ezért minden a € K*-ra a?" "1 = 1, igy a?’ = a, és ez
utobbi az a = 0O-ra is igaz, vagyis K minden elemére.

d) Ez kozvetlen kovetkezménye a c)-nek.

Hatdrozzuk meg a Q(v/4 — v/2) minimdlpolinomjdt Q folott!
Legyen K = Fy(a) a kételemi testnek az z* + x + 1 € Fylz] polinom o gydkével vals

2
e

bévitése. Irjuk fel az e

elemet a legfiljebb harmadfoki polinomjaként!



