Algebra 2. 4. feladatsor 2018. oktober 4.

1. a) Bizonyitsuk be, hogy R automorfizmuscsoportja egyelemi. (Utmutatds: Ldssuk be,
hogy R minden automorfizmusa rendezéstarto.)
b) Hdny automorfizmusa van Q(3/2)-nek? (Miért nem mond ez ellent a Galois-elmélet
fotételének?)
¢) Mutassunk példdt olyan véges mormdlis (de mem szepardbilis!) bévitésre, melynél a
relativ automorfizmusok csoportja 1-elem.

Megoldas: a) R-ben egy elem pontosan akkor pozitiv, ha nem 0, és R-ben van
négyzetgyoke. Ezt a tulajdonsagot megtartja R minden automorfizmusa, tehat pozitiv
szamokat pozitivakba, negativakat negativakba visznek az R automorfizmusai. Ebbgl
az is kovetkezik, hogy az automorfizmus rendezéstartd, mivel a < b akkor és csak
akkor igaz, ha b —a > 0. Q elemeit az automorfizmusok helyben hagyjak (1 — 1,
—1— -1, n—nVne€Z, % — % és végiil ™ +— ). Ezutan tetszbleges o € R-re

a=sup{r € Q|r < a}, tehat a képe a Q ugyanazon részhalmazanak szuprémuma
R-ben, azaz « is 6nmagaba képzddik.

b) /2 csak 6nmagaba képzédhet, mert az 22 — 2-nek csak egy gydke van ebben a testben
(a masik ketté nem valos). Mivel Q elemeit sziikségképpen helyben hagyjak az auto-
morfizmusok, igy a racionalisak és /2 segitségével kifejezhets Gsszes elem is helyben
marad, vagyis Q(4/2)-nek csak a trivialis automorfizmusa van. Bar (Q(v/2) : Q) = 3,
a relativ automorfizmusok csoportjanak nem kell 3 elemiinek lennie, mert a Q(3/2)|Q
bévités nem normaélis.

c) Legyen char K = p, és K(t) a K egy egyszerd transzcendens bdvitése. A 2. feladatsor
11. feladataban lattuk, hogy az xP — t egy gyokével vald bévités normalis, de nem
szeparabilis, és itt xP — t-nek csak egy (p-szeres) gyoke van, tehat a bovités tetszoleges
relativ automorfizmusa ezt a gyokot, és igy a bévités minden elemét is helyben hagyja.

2. Bizonyitsuk be, hogy R nem dll eld eqy valodi résztestének véges foki normdlis bovitéseként.

Megoldads: Egy ilyen boévités Galois-csoportjanak az elemszama a bévités fokaval lenne
egyenld, tehat akkor R-nek lenne nem trivialis automorfizmusa, ami ellentmond az 1. a)
feladat allitasanak.

3. Hatdrozzuk meg a Q(v/2 +/3) | Q bévités Galois-csoportjdt.

Megoldds: Az 1. feladatsor 5. d) feladataban lattuk, hogy L = Q(v/2 +v/3) = Q(v/2,v/3),
és a bovités foka 4. Mivel L|Q Galois-bévités (L az (22 — 2)(z? — 3) polinom felbontasi
teste), a Galois-csoportja, G is 4 elemt, tehat vagy Co x Cy-vel, vagy Cy-gyel izomorf. Q
és L kozott legalabb két kozbiilss test van: Q(v/2) és Q(v/3), tehat G-nek is van legalabb
két valodi részcsoportja. Ezért G nem lehet C4-gyel izomorf, csak Coy x Cs-vel.

4. Hatdrozzuk meg a kovetkezd polinomok Galois-csoportjat Q folott és Fs folott
a) v* — 322 + 4 b) x5 —2 c) w3+ 222 +2
Megoldds: — a) z* — 322 +4 = (22 +2)? — 722 = (22 — VT2 + 2)(2? + V7x + 2) a poli-
nomnak az R f616tti irreducibilis tényezdkre bontésa (tovabb mér nem bonthato, mert
a masodfoki polinomok gyokei nem valosak). Ez a felbontas a Q folotti felbontés fi-
nomitésa kell, hogy legyen, de a tényezsk nem Q[x]-beliek, tehat a negyedfoki polinom
irreducibilis Q[z]-ben, kévetkezésképpen a felbontasi teste legalabb 4-edfoka. A poli-
nom gyokei a fonti felbontas alapjan ig + 1i, igy a felbontasi teste, F < Q(v/7, 1),
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és az utobbi is negyedfoku Q folott, tehat F' = Q(1/7,4). Innentdl kezdve a 8. feladat
bizonyitasat alkalmazhatjuk erre az esetre is, és azt kapjuk, hogy a Galois-csoport
(5 x C3-vel izomorf.

Fs f6l6tt 2% — 322 +4 =0t — 2202 +1—-22 = (22 - 1)2 -2 = (2 —2x - 1) (22 + 2 - 1),
és ezek a masodfokd polinomok mar irreducibilisek, a polinom felbontési teste pedig
Fg (minden F3 fol6tt irreducibilis masodfoka polinom linearis faktorokra bomlik Fg
folott). Mivel (Fg : F3) = 2, a polinom Galois-csoportja kételemii, igy Cs-vel izomorf.

b) 2% — 2 felbontasi teste F' = Q(3/2,¢), ahol ¢ harmadfokt primitiv egységgyok, és
a Q < Q(¥/2) < F bovitéssorozat 3-ad- és 2-odfokit bévitések egymasutanja, tehat
x2 — 2 Galois-csoportja 6 elemt. Masrészt a Galois-csoport elemei leirhatok az 3 — 2
polinom gyokein megadott permutacidhatasukkal, ezért a Galois-csoport beagyazhato
S3-ba, és a mérete miatt ekkor izomorf S3-mal.

F3 folott 23 — 2 = 23 + 1 = (z + 1)3, tehat a Galois-csoport 1.

c) Az f(z) = 23 + 222 + 2 irreducibilis polinomra f/(x) = 322 + 4x gydkei —% és 0, és
mindkét helyen pozitiv az f értéke, tehat f-nek egyetlen valos gyoke van, és két nem
valos. Igy Galois-csoportja a 10. feladat szerint Ss-mal izomorf.

F3 f6l6tt 23 +22% +2 = (z+1) (2% +2—1), és 2%+ — 1 irreducibilis, {gy az a) részhez
hasonléan 2-odfoku a felbontési teste, és a Galois-csoportja Cs-vel izomorf.

5. Bizonyitsuk be, hogy ha egy harmadfoki, raciondlis egyiitthatds, irreducibilis polinomnak
nem mindegyik gyoke valos, akkor a Galois-csoportja Ss-mal izomorf.

Megoldds: A két nem valés gyok sziikségképpen egymas konjugaltja, tehat a komplex
konjugélas, ami C-nek automorfizmusa a polinom gyokeit nem trivialis médon permutalja.
Ebbél kovetkezik, hogy ez az automorfizmus helyben hagyja a polinom felbontasi testét,
és méasodrendd automorfizmusként hat rajta, ezért a Galois-csoport rendje oszthatod 2-vel.
Masrészt a bévités foka oszthaté 3-mal, tehat a Galois-csoport rendje is oszthato vele. Igy
a Galois-csoport legalabb 6-odrendt, és a gyokokon valo hatasa altal az Ss-ba agyazhato,
ezért izomorf S3-mal.

6. Keressiik meg az f(x) = 28 — 1 polinom felbontdsi testének résztesteit!
Megoldds: Az x® — 1 felbontasi teste Q folott Q(e), ahol ¢ = % + 2% 8-adik primitiv
egységgyok. Mivel ¢(8) = 4, ez 4-edfoku bdvités, tehat a G Galois-csoport 4-edrendid. A
bévités felithato € + €2 = v/2-vel és €2 = i-vel valo bévitésként is, amelyben Q(\/ﬁ) és
Q(4) is masodfokn a Q f6lott, tehat G-ben van legalabb két 2 indext, igy méasodrendi
részcsoport, ezért G = Cy x Cy. Ebben 6sszesen harom valodi részcsoport van, tehat csak
egy kozbiilss testet kell még talalni, és ez Q(iv/2).

7. Bizonyitsuk be, hogy az x° — 4z + 2 € Qlx] polinom Galois-csoportja Ss-tel izomortf.
(Utmutatds: Ldssuk be, hogy a polinomnak pontosan 3 valds gydke van, igy van a Galois-
csoportnak olyan eleme, ami transzpozicioként hat a polinom gydkein.)

Megoldds: Az f(x) = x°—4x+2 polinom irreducibilis a Schénemann-Eisenstein-kritérium
miatt, és fiiggvényvizsgalattal megallapithatjuk, hogy pontosan 3 valés gyoke van, igy a
maradék kettd egymés konjugaltja. A felbontési test foka oszthatd 5-tel, igy a G Galois
csoport rendje is 5-tel oszthato, ezért van benne 6todrendd elem. A G csoportot ugy
tekinthetjiik, mint S5 részcsoportjat, és ebben egy 6tédrendii elem csak egy 5-ciklus lehet.
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Tovabba a komplex konjugélas mint C egy automorfizmusa egymas koézott permutalja
f(x) gyokeit, tehat 6onmagaba viszi a felbontési testet is, ezért a felbontasi testre valo
megszoritasa G-nek olyan eleme, ami a gyokokon egy 2-ciklus. Egy 5-ciklus és egy 2-ciklus
pedig mindenképpen kigenerélja az egész S5-6t.

Adjuk meg az x3 — 2 polinom Q félétti felbontdsi testének Gsszes résztestét!

Ha egy testnek van egy 8 elemi és eqy 16 elemi részteste, akkor hany elemi ezeknek a
metszete, illetve az dltaluk generdlt résztest?



