Gyakorlati kérdések

1. Mi az * + 222 — 1 polinom felbontdsi testének foka Q folitt? (10 pont)

Megoldds: f(z) gyokei £1/—14++v2. Ha o := v/ —1 ++/2 és B a v/ —1 — /2 egyik értéke,
akkor v2 = 1+ a2 € Q(a), és az F felbontasi testet megkaphatjuk legféljebb masodfoku
(négyzetgyokokkel valo) bovitések sorozataval:

Q < Q(V2) < Q(a) < Q(a, ).

Az els6 bévités nyilvan nem trivialis, és az utols6é sem, mert Q(a) < R, mig g ¢ R. A
k6zépsG bévitesrsl azt kell belatni, hogy —1++/2 nem all el négyzetszamként Q(v/2)-ben.
Valoban, ha (a + bv/2)? = —1 4 /2 valamely a,b € Q-ra, akkor a® 4 2> = —1, ami nem
lehetséges. Tehat (F: Q) =2-2-2=38.

2. Legyen K = Fs5(a), ahol a az 2% — 2x — 1 polinom gyoke. Hatdrozzuk meg o — 2 rendjét K
multiplikativ csoportjaban! (10 pont)

Megoldds: x* — 2z — 1 irreducibilis F5[x]-ben, mert masodfoku, és 0, £1, £2 koziil egyik
sem gyoke. Igy F5(a) elemei egyértelmtien irhatok fel o Fy f616tti linearis polinomjaként.

a2 =2a+1
a3:2a2—|—a:5a+2:2
12:24:1,

tehat a rendje osztoja 12-nek, masrészt

ot =2a #1
b =22 =_1+#1,

igy « rendje nem lehet 12 semelyik valodi osztoja. Tehat o(a) = 12.

3. Tudjuk, hogy o = cos20° minimdlpolinomja Q félitt f(x) = 8x3 — 6x — 1, és Q(a)|Q
normdlis bévités. Hatdrozzuk meg a f(z)(x? — 2) Galois-csoportjdt izomorfia erejéig!
(10 pont)
Megoldds:  Mivel Q(«) tartalmazza az f(x) tébbi gyokét is, az f(z)(z? — 2) polinom
felbontasi teste F' = Q(a,v/2). A

Q <Q(a) <Q(a,V2)=F

bévitéssorozatbol lathato, hogy (F : Q) < 3-2 = 6, masrészt (Q(a) : Q) = 3 és (Q(V?2) :
Q) = 2 miatt (F : Q) oszthato 2-vel és 3-mal is, tehat 6-tal is. Igy (F : Q) = 6 =
G = Gal(F|Q) is 6-elemtd. A Q(a) és Q(v/2) kdzbiilss testek mindegyike normalis Q folott
= G-nek van 3 és 2 indext, azaz 2 és 3-elemii normalosztoja is, amelyek sziikségképpen
diszjunktak és kigeneraljak a 6-elemii G-t = G = Cy x C3 = (.



Elméleti kérdések

4. Mit mondhatunk eqy L|K Galois-bévités relativ automorfizmusainak a szamdrol? Mutas-
sunk példat olyan L|K véges foki, de nem Galois-bévitésre, amelyre nem igaz ez az dllitds!
(Indokoljuk is, hogy miért jo az ellenpélda!) (5 pont)
Megoldds: ~ Ha L|K Galois-bdvités, akkor Aut(L|K) = Gal(L|K) elemszdama (L
K). De példaul a Q(3/2)|Q) harmadfoktt bévités (/2 minimalpolinomja x3 — 2), és
Aut(Q(v/2)|Q) = 1, ugyanis a testbévités minden automorfizmusa helyben hagyja /2-
t, mert ez az egyetlen gySke x> — 2-nek, amelyik Q(+/2)-ben benne van (a masik ketté nem
valos), és Q elemeit is, tehat trividlisan hat a testbdvitésen.

5. Mondjuk ki a kovetkezd definiciokat és tételeket! (10 pont)
a) definicid: normdlis bévités
b) definicio: a x Galois-megfeleltetés, részcsoportra és kozbilsd testre is;
c) tétel: egyszerd algebrai bévités bazisa és foka
d) tétel: az euklideszi szerkeszthetdség feltétele

6. Mondjuk ki és bizonyitsuk a kévetkezd két tétel kizil az egyiket (15 pont):
a) Egyszeri bovités elddllitdsa faktorgydriként
b) Véges szepardbilis bovités egyszerisége



