Algebra 2. Kotelezd bizonyitasok 2018 bsz

1. Tétel (Egyszert bovités elGallitasa faktorgytriiként)
Ha K < L testek és a € L algebrai K folott, akkor K(«) = K[z]/(p(x)) valamely p(x) € K|[z]
irreducibilis polinomra, amelyre p(a) = 0

Biz.: Tekintsikk a ¢ : K[z] — L, f(x) — f(a) Vf(z) € K[z] gytrthomomorfizmust.
Kerp = {f(z) € K[z]| f(e) = 0} aKTz],

és # 0, mivel « algebrai. De K|z| f6idealgytird, igy van olyan 0 # p(z) € KJ[z] polinom, hogy
Ker ¢ = (p(x)). A homomorfizmustétel szerint

Kla]/(p(x)) = K[e]/Kerp = Imp < L,

ezért K[z]/((p(x)) 0-osztomentes = p(x) irreducibilis. De akkor (p(x)) maximalis ideal K[z]-ben,
tehat K[z]/((p(x)), és igy a vele izomorf Im ¢ is, test.
Ve e K, o(c) = ¢, és p(x) = a, igy K(a) < Imp, masrészt Imp = { f(a) | f(z) € K[z] } nyilvan
benne van K («)-ban. Tehat

K(a) = Tmg = K[z)/((p(x).

2. Tétel (Algebrai bévitések egymasutanja)
Ha K < L < M testek, ahol L|K és M|L algebrai, akkor M|K is algebrai.

Biz.: Legyen oo € M. Mivel M|L algebrai,
30# f(x) =anx" + ...+ a1z + ap € L[z}, hogy f(a) =0.

Legyen K; = K(ao,...,a;) (i =0,1,...,n). Ekkor f(z) € K, [x], tehat a algebrai K, folott is, s
mivel K, (a)|K,, egyszeri bovités, véges fokua is. Minden i-re a; € L, tehat a; algebrai K folott, és
igy K;_1 folott is, amibdl (K,J : Ki—l) = (K,;_l(a,;) : Ki—l) < 00 Vi, és (KO : K) = (K(ag) : K) < o0
is kovetkezik. A szorzattétel szerint

(Kp(a) : K) = (Ky(a) : Ky) - (Kp: Kp_q1) -+ (Ky: Kp) - (Ko : K) < o0,

ezért o algebrai K folott.

3. Tétel (Véges normalis bgvitések jellemzése)
Az N|K veéges foka bovités pontosan akkor normaélis, ha valamely K folotti polinom felbontési
teste.

Biz.: =: Mivel (N : K) < oo, van véges sok olyan algebrai elem, ai,...,a, € N, hogy
N = K(ai,...,ay). Legyen p;(z) € K[z] az «; minimalpolinomja minden i-re, és f(z) =
p1(x) - -pp(z) € Klz]. A p;(x) polinomok irreducibilisek, és van N-ben gyokik, ezért a bovités
normalitdsa miatt linearis faktorokra bomlanak, és igy f(x) is linearis faktorokra bomlik. Méasrészt
a bévitést generalja f néhany gyoke, tehat N az f felbontasi teste K folott.

<«: Legyen N az f(x) € K[z] felbontési teste, tehat f felbomlik N folott:

flx)=(z—a1) - (x—ayp), és N=K(ar,...,ap).

Legyen tovabba p(x) € K|x] irreducibilis, amelynek van gyoke N-ben: p(/3) = 0 valamely g € N-
re. Mivel N = K(ay,...,a,), a § elem elgall az a;-k polinomjaként: 8 = g(ay,...,q,) valamely
g(x1,...,x,) € K[z1,...,2,] tobbvaltozos polinomra. Legyen

hiz)= [] (@ —glaio, ... ane)).

ogES,

Ez a polinom invaridns az a;-k permutécidira, igy az egyiitthatoi a;-knek szimmetrikus polinomjai,
tehat a;-k elemi szimmetrikus polinomjainak polinomjai. Ezek az elemi szimmetrikus polinomok
pedig — el6jeltd] eltekintve — az f egyttthatoi, ezért h(x) € K[z]. De (z — ) | h(x) = h(5) =0
= p(x) | h(z). De h(x) felbomlik linearis tényezdk szorzatara N folott, tehat p(x) is felbomlik.
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4. Tétel (Véges szeparabilis bovités egyszeriisége)
Ha L|K veéges foku szeparabilis b6vités, akkor van olyan v € L, hogy L = K (7).

Biz.: Ha K véges test, akkor L is az, és akkor az L* ciklikus csoport generatoreleme megfelel
~v-nak. Ezért a tovabbiakban feltessziik, hogy K végtelen.

L = K(v,...,7). Mivel K < M < L-re M|K is szeparabilis, elég azt belatni, hogy minden
a, € L-re van olyan ~y, amelyre K («, 3) = K (7).

Legyen f(z),g(z) € K[z] az «, illetve § minimalpolinomja, és F' > L az f(z)g(x) felbontasi teste
L folott. F-ben f(x) = (x —ay)- - (x — ay) és g(x) = (x — B1) -+ (x — Bm), ahol a = aq, ..., qy,
illetve 8 = Bi,...,Bm kilonbozsk az L|K szeparabilitiasa miatt. Mivel K végtelen, van olyan
c € K, amelyre v := a + ¢f # o; + ¢f; minden (4, ) # (1,1)-re. Megmutatjuk, hogy erre a v-ra
K(a,B) = K(v).

A g(z), f(y — cx) € K(v)[x] polinomoknak a felbontési testben egyetlen kozos gyoke a 3, igy
a legnagyobb kozos osztojuk Fx]-ben, és igy K(v)[x]-ben is, z — 5. Ezért § € K(v), amibdl
a=v-cB€K(y) = K(o,B) <K(7) = K(a,8) = K(v).

5. Tétel (A korosztasi polinom irreducibilitasa)
Q f6l6tt minden ®,,(x) kérosztéasi polinom irreducibilis.

p(n)

Biz.: ®,(z) := ][] ( —¢€;), ahol €1,...,e4(,) € C a primitiv n-edik egységgyokok. Tudjuk, hogy
i=1

®,,(z) € Z[x] (n-re vonatkozo indukcioval n-re az 2™ — 1 = [ ®4(x) Osszefiiggésbdl).

dln
Ha ®,,(z) reducibilis Q[z]-ben, akkor Z[z]-ben is felbonthato irreducibilisekre:

®,(x) = fi(z)--- fr(x), ahol Vf;(x) € Z]x] irred.

Legyen az f1(z) egyik gyoke . Belatjuk, hogy ekkor minden p Jn-re eP is gydke fi-nek.
Tegyiik fel, hogy f1(eP) # 0. P is primitiv n-edik egységgyok =
i #1: fi(e?) =0 = fi(x)-nek és f;(xP)-nek az ¢ kozos gyoke C-ben = (fi(x), fi(zP)) # 1

=ty d. fi(x) | fi(zP), és az osztas Z[z]-ben is elvégezhets, mivel fi(x) 1-f6egytitthatos. Tekintsiik
most ezeket a polinomokat Z, folott. Z,[x]-ben fi(x) | fi(z?) = (fi(z))? = (fi(x), fi(x)) #1 =
P, (z) = fi(z)fi(z) - fu(x) nem szeparabilis mint Z,[z]-beli polinom = z™ — 1 sem szeparébilis.
De p nem osztdja n-nek = (z" — 1)’ = nz"~! # 0 relativ prim (2" — 1)-hez, ami ellentmondés.

Azt kaptuk, hogy fi(x) gyokeinek a halmaza zart a p-edik hatvanyra emelésre minden p Jn prim
esetén, igy az m-edik hatvanyra emelésre is, ha (m,n) = 1. De £™-ként az Gsszes primitiv n-edik
egységgyokot megkapjuk az f; egyetlen gyokébdl, tehat @, (x) = fi(x), vagyis @, (z) irreducibilis.

6. Tétel (Az algebra alaptétele)
C folott minden nem konstans polinomnak van gydke.

Biz.: Azt kell belatni, hogy C[z]-ben minden irreducibilis polinom elséfoku, azaz hogy C-nek nincs
véges foku bovitése.

Tegyiik fel, hogy nem igaz az allitds. Legyen L > C véges foka bévités, ahol L # C. Feltehetd,
hogy L normalis R {6l6tt (és igy C {6l6tt is): ha nem lenne az, akkor is egyszeri bévitése R-nek, és
akkor vehetjiik L helyett a bévitést ado elem R f6l6tti miniméalpolinomjanak felbontési testét, az
is véges foki bévités.

Tekintsiik az R < C < L bévitéssorozatot, és a G = Gal(L|R) Galois-csoportot. Legyen |G| = 2¥m,
ahol m paratlan. Ha P € Syl,(G), akkor (P* : R) = |G : P| = m paratlan, de R-nek nincs paratlan
fokt valodi bévitése, ugyanis R-en kiviili elemnek nem lehet paratlan fokd minimélpolinomja, mert
minden paratlan foku valés polinomnak van valés gyoke a Bolzano-tétel miatt. Tehdt m = 1 =
(L:R)=1|G|=2% = (L:C) =21

Legyen G; = Gal(L|C). Mivel G; 2-csoport, 3G < Gy, hogy |G1 : Ga| = 2. De akkor az
L|C bévités és Gy kozotti Galois-kapesolatot hasznalva azt kapjuk, hogy G4 a C-nek masodfoka
bévitése, holott ilyen nem létezhet, mert C f6l6tt minden méasodfokii egyenlet megoldhato. Ezzel
ellentmondésra jutottunk.



