Alkalmazott algebra 1. feladatsor 2013 6sz

1. Melyek alkotnak vektorteret R folott az aldbbiak kozil? A vektortereknek adjuk meg egy bdzisdt!

a) 3 X 3-as valds felsé hdromszogmdtrizok a szokdsos miveletekkel;
b) invertdlhats 2 x 2-es valds mdtrizok;
c) azok a legfoljebb 4-edfoki valds polinomok, amelyeknek gyoke a —1;
d) a valds szampdrok az (a,b) ® (¢,d) = (a+d,b+ c) dsszeaddsra és X - (a,b) = (Aa, \b) skaldrral
valo szorzdsra nézve;
Megoldds: a) Vektortér, mert a R3*3 altere: fels6 haromszdgmatrixok Osszege és skalarszorosa is
fels6 haromszogmatrix. Bazisa { E;; |i < j }, ahol E;; az a matrix, amelyben az i. sor j. eleme
1, a tébbi 0.
b) Nem vektortér. Bar részhalmaza az R**? vektortérnek, nem altere annak: invertalhaté métrix
0-szorosa nem invertalhat6. De ha a 0 maétrixot hozzavessziik, akkor sem kapunk alteret:
[é (1)] + [? [1)} = “ 1] nem invertalhato.
c) Vektortér, mert az R[z] vektortér altere (ilyen polinomok Osszege és skalarszorosa is ilyen).
Bazisa: {z — 1, (x — V)a, (z - 1)z2, (z —1)23}.
d) Nem vektortér: (a,b)® (c,d) = (a+d,b+c), de (¢,d)® (a,b) = (c+b,a+d), tehat a & miivelet
nem kommutativ.

2. Adjuk meg a kévetkezd linedris leképezések mdtrizdt a megadott bdzisban, illetve bdzispdrban:

a) A tér 90°-os forgatdsa a z tengely koril, a standard bdzisban.

b) p(x) — (zp(z)) a legféljebb mdsodfoki valds polinomok terén, a standard {1,z,2%} bdzisban;

¢) azx — Ax, ahol A — [}1 :;] B={(1,2),(1,1)};

d) ¢ : R* = R3, amelyre ¢(1,2,1) = (0,2,1), ¢(1,1,1) = (1,0,0), ©(1,0,0) = (=1,0,0), a
standard bdzisban;

e) o : R* = R p(x,y) = (. +y,9,2), Br = {(1,1),(2,0)}, By = {(1,2,1),(=1,1,0),(0,1,1) }
bdzispdrban;

f) Az x — 2y + z = 0 sikra valé merdleges vetités standard bdzisban;

g) Transzpondlds a 2 x 2-es valds mdtrizok terén.

0 -1 0 1 00 -1
Megoldds: a) |1 0 0 b) |0 2 0 c) [; ” B :;] B ﬂ = [_(1) _”
0 0 1 0 0 3
1 1 1 01— 01 -1 11171 -1 -1 3
d) A-{2 1 0 2 0 = A=12 0 O 2 1 0 =] 0 2 =2
1 1 0 1 0 1 0 0 1 1 0 0 1 -1
1 -1 0 1 1 0
e) |2 1 1 O -1 -2
1 0 1 0 2
f) x,y, z) vektor vetulete a sik (1, —2,1) normalvektorara
(:L" y’ ) 1’ 2 1) 1 - - .
-2.1)1 (1,-2,1) = 6-(m—2y+z, —2x+4y—2z, x—2y+2z), igy a sikra vett vetiilete
(z,y,2)— %(m 2yt+z, —2x4+4y—2z, z—2y+z) = (é(5:p—|—2y—z, 20 +2y+2z, —x+2y+52),
5 2 -1
és a vetités standard matrixa % 2 2 2
-1 2 )
g) A standard {Ella E12, Egl,Egg } béazis elemein val6 hatas: E11 — E117 E12 — Egl, E21 — Elg,
1 0 0 O
Foo — FEoo, igy a standard matrix 8 ? (1] 8
0 00 1
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. Adjunk meg olyan f linedris transzformdciot az R® vektortéren, amelyre

a) 0 #Ker f CIm f;

b) Ker f 1 dimenzids, és Ker fNIm f ={0};

¢) Im f 2 dimenzids, és f az Im f minden vektordt onmagdba viszi;

d) f3=0, de f2+# 0 (ahol a szorzds a kompozicidt jelenti).

Megoldds: Mindegyik transzforméciot elég az R® egy B = { by, by, bs } bazisan megadni.

a) A dimenziotétel szerint dim Ker f+dimIm f = 3, és 1 < dimKer f < dimIm f, igy dim Ker f =
1, és dimIm f = 2. Ez megvalésithaté a baziselemeken b; — 0, bs — by, by — by altal
megadott leképezéssel.

b) Legyen by — 0, by — bs, és bg — bs. Mivel a képtér a by és by altal generalt 2-dimenzios
altér, a mag csak 1-dimenzios lehet, és tartalmazza bi-et, tehidt a mag a by altal generalt altér.

c) A b)-ben megadott leképezés erre is jo.

d) blegl—)bgl—)O

. Irjuk fel az f : (2,y,2) — (x+y — 22,0+ 2,20 +y — z,—x — 2) leképezés standard mdtrizdt!

Adjuk meg a mdtriz nullterének (azaz a leképezés magterének), a oszlopterének (azaz a leképezés
képterének) és sorterének egy-egy bazisdt!

Megoldds: A méatrix és annak elemei sormiiveletekkel kapott redukalt 1épcsés alakja:

1 1 -2 10 17
10 1 0 1 -3
A=l o1 77 =l=100 o
-1 0 -1 0 0 0
[—1
Ebbdl a nulltér, azaz a homogén egyenletrendszer megoldastere a ¢- 3| alaklt matrixokbol
1

all, tehat bazisa {[—1 3 1]7}, oszlopterének bézisat az A azon oszlopai alkotjik, amelyek az
L vezéregyest tartalmazo oszlopai helyén allnak: {[1 1 2 —1]7,[1 0 1 0]"}, sorterének
pedig bazisat adjik az L nemnulla sorvektorai: {[1 0 1], [0 1 -=3]}.

. Bizonyitsuk be, hogy

a) rang(AB) < min {rang A, rang B }, ahol A € K¥*™ és B ¢ K™*";

b) |rang A — rang B| < rang(A + B) < rang A + rang B, ahol A, B € K™*™.
(Utmutatds: Ldssuk be, hogy a mdtrizokat természetes mddon linedris leképezéseknek tekintve
ImAB <ImA, Ker AB > Ker B és Im(A+ B) < (ImA, ImB).)

Megoldds: Jeloljiik A-val és B-vel az A-hoz, illetve B-hez tartalmazo6 természetes linearis leképezést
is: x — Ax, illetve x — Bx.

a) (AB)x = A(Bx) € Im A, tehat Im AB < ImA, és ebbdl rang AB < rang A. Masrészt ha
Bx = 0, akkor (AB)x = A0 = 0, tehat Ker B < Ker AB, amibdl rang AB < rang B. A kett6t
Osszerakva kapjuk az allitast.

b) {(A+ B)x|x € K"} = {Ax + Bx|x € K"} < ImA + ImB. Altalaban U, W < V al-
terekre dim(U + W) < dimU + dim V', mert U és W egy-egy bazisdnak uniodja U + W-nek
generatorrendszere, és ebbdl kivalaszthato bazis. Tehat itt rang(A+ B) < rang A+rang B. Ha
ezt A+ B-re és —B-re alkalmazzuk, akkor azt kapjuk, hogy rang A = rang((A+ B)+(—B)) <
rang(A + B) + rang(—B) = rang(A + B) + rang B, amibdl rang(A + B) > rang A — rang B,
és hasonloan rang(A + B) > rang B —rang A. A kett6bdl egyiitt kapjuk, hogy rang(A + B) >
|rang A — rang B|.

. Ldssuk be, hogy ha A € K™*", tovdbbd B € K™*™ ¢és C € K™*" invertdlhaté mdtrizok, akkor
rang BA = rang AC' = rang A.

Megoldds: Az 5.a) feladatbol rang BA < rang A, és rang A = rang(AB)B~! < rang AB, igy
rang BA = rang A, és hasonl6an rang AC' = rang A.
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Mutassuk meg, hogy minden A € K™*"™ r rangid mdtrizhoz van olyan invertdlhaté P € K"*" és
Q € K™ ™ mdtriz, amire a B = Q' AP mdtrizban bi; = ... = b, = 1, és minden mds elem 0.

Megoldds: 1. vAltozat: Az A matrixot elemi sormiiveletekkel redukalt lépcsés alakra hozhatjuk
(minden elemi sormiivelet egy-egy invertalhaté méatrixszal valé szorzas balrol, tehat Gsszességében
is egy invertalhat6 matrixszal szorzunk, és ennek a méatrixnak az inverze lehet (). Ezutin elemi
oszlopmiiveleteket végziink: a vezéregyeseket tartalmazéd oszlopokat el6re hozzuk, majd a tobbi
oszlopot ezekkel kinulldzzuk. Minden elemi oszlopmtivelet egy-egy invertilhaté méatrixszal vald
jobbszorzas, igy Osszességében is egy invertdlhatd matrixszal (legyen ez P) szoroztunk jobbrol, és
eredményiil a kivint matrixot kaptuk.

2. valtozat: Az 4llitas ekvivalens azzal, hogy a méatrixot alkalmas bézisparban felirva a kivint
méatrixot kapjuk. Legyen By, a Ker A egy bazisa, és B = By U By a K™ egy bazisa, tovabba
Ci = {Ax|x € B}, és C = C; UCy bazisa K™-nek. Azt kell csak belatni, hogy C; fiiggetlen

T T
rendszer. Valoban, ha >  A\;Ab;, = 0 (ahol By = {b;|i =1,...,r}), akkor A(>  \;b;) = 0, azaz
; i=1

=1
T
> A\ib; € Ker A, de Ker A bazisa (B) fiiggetlen B;-t6l, igy ebbdl \; = 0 kovetkezik i = 1,...,r-re.

=1

. Legyen f linedris transzformdcid eqy 6 dimenzids vektortéren. Lehet-e az f, f2, f3, f* leképezések

rangja a kévetkezd sorozat?
a) 3,4,2,2 b) 6,5,4,3 c) 5,4,4,4 d) 5,3,2,1 e) 3,2,1,0

Megoldds: Vegyiik észre elészor, hogy Imid > Im f > Im f2 > Im f3 > -- -, tehat az r; = rang f;
jelolést hasznalva (1o = rangid = dim V-vel kiegészitve),

T =T =Ty > (*)

igaz minden f : V — V linearis transzforméciéra. Tovabba Im f* = {f*(v)|v € V} =
{f(f""Yv))|v € V} = Im flyn n-1, abol f|y az f-nek az U altérre valé megszoritasat je-
lenti: fy : U — V, amely az U elemein ugyanigy hat, mint f. A dimenziétételbsl kévetkezik,
hogy 7, = dimIm f|, gn-1 = rp—1 — dimKer flpy, o1, vagyis 7, — rp,—1 = dimKer f|y, g1 =
dim(Ker f) N Im f|1, n-1. Mivel az utébbiak is csdkkend sorozatot alkotnak, azt kapjuk, hogy

To—Tr1 2T —To =Ty — T 2 (%)

(*) miatt nem lehetséges az a) rangsorozat, (x+) miatt pedig a b) és d). Viszont minden
olyan rangsorozat, amely a (k) és (xx) feltételt kielégiti, megvalosithato (példaul a Jordan-blokkok
meghatarozasanal a 0-blokkok szamat és méretét megvalaszthatjuk a rangkiilonbségeknek meg-
felelen: a (**) sorozat kiilonbségei adjak meg, hogy hany 1 x l-es, 2 X 2-es, stb. 0-blokk van a
Jordan-normélalakban). Baziselemeken megadhatunk a masik két rangsorozatnak megfelels transz-
formécidkat:

C) b1 — bg — 0, bl = bi, ha ¢ = 3,4,5,6.
e) b1'—>0, bg'—>0, b3l—>b4l—>b5l—>b6l—>0.

. Mutassuk meg, hogy birmely 3 x 3-as valdos mdtriznak van valds sajdtvektora.

Megoldds: A karakterisztikus polinomja valés harmadfoki polinom, és annai mindig van valos
gyoke (pl. mert —oo-ben —oo-hez, +oo-ben pedig +oo-hez tart). Tehat van valés sajitértéke a
métrixnak, és ahhoz valés sajatvektora is.

Bizonyitsuk be, hogy A minden sajdtvektora sajdtvektora A?-nek is. Igaz-e az dllitds megforditdsa?
Megoldds: Ha v egy )\ sajatértékhez tartozd sajatvektor, akkor A%v = A(Av) = A(\v) =
Mv = M\?v. Forditva 4ltalsban nem igaz, példaul a sik origo kériili 90°-0s forgatasanak nincs
valos sajatvektora, a négyzetének, a kozéppontos tiikrozésnek viszont minden nem nulla vektor
sajatvektora.
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Melyek azok az nxn-es valds mdtrizok, amelyeknek R™ minden 0-tdl kilonbozd vektora sajdtvektora?

Megoldds: Csak a \I skalarméatrixok. Ugyanis ha A-nak lenne két kiilonb6z8, A és p sajatértékhez
tartozo u és v sajatvektora, akkor ezek fiiggetlenek is lennének (ha egyik skalarszorosa a masiknak,
akkor a hozzajuk tartozd sajatérték is ugyanaz). Viszont a feltétel szerint u + v is sajatvektor:
A(u+v) =vu+vv. Masrészt A(u+v) = Au+ Av = Au + pv, tehat vu+ vv = Au + pv, azaz
(v —MNu+ (v — p)v = 0, és akkor a fiiggetlenség miatt v — A = v — pu = 0, vagyis A = v = p,
ellentmondva a feltevésnek.

Hatdrozzuk meg a 2. feladatban szerepld linedris transzformdciok sajdtértékeit és sajdtvektorait!

Megoldds: a) Valos sajatvektorai csak a z tengellyel parhuzamos nemnulla vektorok, a hozzajuk
tartozo6 sajatérték 1.
b) A matrixrol konnyen leolvashato, hogy a sajatértékei 1,2, 3, a hozzajuk tartozo sajatvektorok
pedig a baziselemek nemnulla skalarszorosai: a, bx, illetve cz? alakt polinomok (a,b, ¢ # 0).
c¢) A karakterisztikus polinom |A — 21| = 22 + 2z + 1, amelynek egyetlen (de kétszeres) gyoke a

. . 1
—1. A —1-hez tartozo6 sajatvektorok az (A + I)v = 0 egyenlet megoldasai: t- [2], ahol ¢ # 0.
d) A 2.d) megoldasiban szerepl6 A matrixra |A—zI| = —z(x—1)(z+1), igy a sajatértékei 0, —1,1,

2
és a hozza tartozoé sajatvektorok kiszamithatok egy-egy egyenletrendszer megoldasaval: ¢| 1 |,
1
1 1
t-10], illetve t- | 2
0 1

e) Ez nem linearis transzformacio, mert kiillonbo6z8 (dimenzios) terek kozott megy.

f) A geometriai jelentésébdl lathato, hogy sajatvektorai a sik nemnulla vektorai 1 sajatértékkel
(tehdt a sik 2-dimenziés sajataltér), illetve a sik normélvektorai (az [1 —2 1]” vektor nem-
nulla skalarszorosai, 0 sajatértékkel.

b] alakd) matrixok 1 sajatértékkel, a nemnulla ferdén szim-

g) A nemnulla szimmetrikus ([Z d

metrikus ( [ _Ob 0

més valos sajatértek, mert |[AT| = |A|. (Mellesleg azért sem, mert a sajitalterek fiiggetlenek,
tehat a dimenziéjuk Gsszege legfoljebb a teljes tér dimenzidja, azaz 4.

} alaktl) matrixok —1 sajatértékkel sajatvektorai. A £1-en kiviil nem lehet

13. Melyik c egész szamokra nincs olyan f(x) egész egyiitthatds polinom, amelyre f(1) =0, f(2) = 2

és f(0) =c?

Megoldds: Szamitsuk ki az interpolaloé polinomot Q f6l6tt! Az f(1) = 0 feltételhez p;(z) = 0.
Emellett az f(2) = 2 feltételhez py(z) = 0 + (v — 1)a alaka, ahol 2 = py(2) = a, tehat a = 2 és
p2(x) = 2x — 2. Végiil a harmadik feltételt is hozzavéve ps(z) = 2z — 2 + b(x — 1)(x — 2) alakd, és
¢ =p3(0) = —2+2b, igy b = £+1, és p3(x) = 22—2+(5+1)(z—1)(z—2) = (£+1)2?+(—1—2)z+c,
ami egész egylitthatds, ha ¢ paros. Viszont ha ¢ péaratlan, akkor a masodik és a harmadik feltétel
ellentmond egymasnak: a 2-t és 0-t behelyettesitve a polinom értéke ugyanazt a 2 szerinti maradékot
kellene, hogy adja (méasképp: az egész egyiithatoés polinomot tekinthetjiik Fy f616tti polinomnak).
Tehét pontosan a paratlan ¢ szdmokra nincs ilyen egész egyiitthatés polinom (magasabb fokt sem!).



