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3 × 3 g @�c�H@B:�h�c L 8;:Cc;iPj QBJXD1_�cbO M `k_4QBEGJ�T�lkD�>m@PcbO+D�>BQ�c[D�cn_po�H�8[:d8;E�8[>)>B8;:Cq
RKfrT"F$H�8;J?EIQ�:Cj @BEIh

2 × 2 g 8[c�H@�:�h�c�_4QBEGJ?T=lSD�>)q
s ft@O+D�>A@A:d8I` L;M : ];8R)R 4 g 8b\ L D�>�umH@�:�h�cwv DB:=T"F�DB_4D�>xy@B_P8;:=<18?>�F-8?>n`k< M >B8p@

−1
q

\[ft@AH@B:�h�czcbO+QB_{v Q1JXD�>a@)O
(a, b) ⊕ (c, d) = (a + d, b + c) M c|c�O8b@1\kQ�c?JK@~}?c

λ · (a, b) = (λa, λb)
c|>�@B:�QBJ?JK@�:H�@�:�hPcbO+DBJ�O+Q�c?JK@�F-}�O;H�8[q

698�`kD�:�\1Q�c;���k�7���;�����B�b���;�+���4�;�b���
R3×3

�B�d���;�b�B�w���+�d�b�	�'���b�1�P���;�B�1�	�����|��� �B�~�1�b���;�;�B���+�������B�����|���;�B�b�1�b�A�d�
�"�+�d���p�'���b�1�P�b�;�B�1�P�����|�������w���+�d�b�

{Eij | i ≤ j }
� �B� �1�

Eij

���z�p�P�����|�������B�P�+���S ¡�+¢£���
i.
���B�

j.
�+���+�P�

1
���P���B ' $�

0
�

 -�7¤¥�+�§¦B�;�����B�b���;�+�¨�N���N�b�+���+�'�B���P���+�����
R2×2

¦B�;�S���B�|���;�|¢ �;�-�'¢ �+�Z�B�����;�b���B¢'¢'���-�©�d¢k¦B�;�b�b�B�d�'����ª4�P�����|���
0 « ���;�B�|�1�b�r¢ �+�¬�d¢1¦B�;�|�b�B�d�'����ª'�Z��®�'�r�

0
�P�����|��� �B�a� �B�;�+�+¦B�+�b���+¯ �¡�������B�B�����+�°����±$²'¢ �³�B�����;�|�;�;�

[

1 0
0 1

]

+

[

0 1
1 0

]

=

[

1 1
1 1

] ¢ �+�´�d¢k¦B�;�b�b�B�d�'����ª'�
µ �£���;�����B�b���;�+�w�4�;�b�4���

R[x]
¦B�;�����B�b���;�	�B�d���;�b�·¶U�d���B�+¢¸±¡�1�d�d¢ �1�4�B�¹�1�b���;�;�B���+�P�b���B�d�������;�B�b�1�b�º�d�4�d�d�B�+¢����

�w���+�d�|� �
{ x − 1, (x − 1)x, (x − 1)x2, (x − 1)x3 }

�
» �7¤¥�+�§¦B�;�����B�b���;�+�

(a, b)⊕(c, d) = (a+d, b+c)
� » �

(c, d)⊕(a, b) = (c+b, a+d)
�'���+�'���N�

⊕
��¼ ¦B�+���;�

¢ �+�´�B�1�P��² �b���b½�¦-�
¾ �7Y¥\K]?^S>P_P8I`a@	> M H�8;E">18|O)i	:�T"F-8bQBJ?T�c�:�8[>B}Xv'8|O}?c;8[>P_pQ1EGJ�T�lkQBE¿@£_P8I`S@1\1DBEGE¿R|Q)O;T�c;R|@BF xNT�:":�8+EGH�8pRbQ)O+Tdc�v QBJ;Rb@BF-�

@[f·YZE�}+J
90◦ g D�c L DBJU`k@BEIQ�c;@�@

z
E�8+Fk`S8;:=<4> M J?V�:CxN@	c[EI@BF�\1@BJK\mR|Q)O;T�c;R|@BF�À

RKf
p(x) 7→ (xp(x))′

@A:d8I` L;M : ];8R)Rn_4Q�c[D)\ L D�>�uºH@�:�h�cyv'D�:=T"F�DB_4D�>7E�8;J�};F x¨@	c[EI@BF�\1@BJK\
{ 1, x, x2 }

R|Q)O;T�c;R|@BF q
s ft@O

x 7→ Ax
x¨@�j D�:

A =

[

1 −1
4 −3

] x
B = {(1, 2), (1, 1) }

q
\[f

ϕ : R3 → R3
x	@B_P8[:�<�JK8

ϕ(1, 2, 1) = (0, 2, 1)
x

ϕ(1, 1, 1) = (1, 0, 0)
x

ϕ(1, 0, 0) = (−1, 0, 0)
x7@c[EI@BF�\1@1JX\~R|Q)O;T�c;R|@BF q

8Kf
ϕ : R2 → R3

x
ϕ(x, y) = (x + y, y, x)

x
B1 = {(1, 1), (2, 0) }

x
B2 = {(1, 2, 1), (−1, 1, 0), (0, 1, 1) }R|Q)O;T�cIv'QBJ[R|@BF q

L f·Y�O
x − 2y + z = 0

c?Á�>�JK@AH�@�:�h7_48+JXiB:�8�`S8?c�H�8;EGÁ"E�}?cÂc[EI@BF�\1@BJK\mR|Q)O;T�c;R|@BF q
`;fÄÃ�JK@BF c�OXv DBF�QB:�Q�c	@

2 × 2 g 8[c�H@�:�h�c�_4QBEGJ?T=lSD�>AE�8+JK}+F�À
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0 −1 0
1 0 0
0 0 1





 -�




1 0 0
0 2 0
0 0 3





µ � [

1 1
2 1

]

−1 [

1 −1
4 −3

] [

1 1
2 1

]

=

[

−1 1
0 −1

]

» �
A ·





1 1 1
2 1 0
1 1 0



 =





0 1 −1
2 0 0
1 0 0



 ⇒ A =





0 1 −1
2 0 0
1 0 0



 ·





1 1 1
2 1 0
1 1 0





−1

=





−1 −1 3
0 2 −2
0 1 −1





��




1 −1 0
2 1 1
1 0 1





−1 



1 1
0 1
1 0





[

1 2
1 0

]

=





1 0
−1 −2

0 2





���7Å¥�
(x, y, z)

¦B�;�����B�{¦B�;�b¯'���;�����P�b½��
(1,−2, 1)

¢ �B�|�P�B��¦B�;�����B�|���|�
(x, y, z)(1,−2, 1)

|(1,−2, 1)|2
(1,−2, 1) =

1

6
·(x−2y+z, −2x+4y−2z, x−2y+z)

��½��B�n�Æ�|½��S���¥¦B�;����¦B�;�b¯'���;���
(x, y, z)− 1

6
(x−2y+z, −2x+4y−2z, x−2y+z) = ( 1

6
(5x+2y−z, 2x+2y+2z, −x+2y+5z)

�
�+�{�4¦B�;�b½����+�{�b�b�B¢ » ��� » �	�����|���'�

1

6





5 2 −1
2 2 2

−1 2 5





�
�S�7ÅÇ���b�B¢ » ��� »

{E11, E12, E21, E22 }
 $���+�d�È�+���+�4�+�d¢z¦��B��ª¿�'���b�B�;�

E11 7→ E11

�
E12 7→ E21

�
E21 7→ E12

�

E22 7→ E22

��½d�B�£�P�b�b�B¢ » ��� » �P���������






1 0 0 0
0 0 1 0
0 1 0 0
0 0 0 1







�
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� �7Y¥\K]?^ F >P_P8I`aDB:=<B@BF

f
:�T"F-8bQBJ?T�cnEGJX@1F c�O L DBJ?_4Q s TUhBE{@O

R3
H�8?>�EIDBJ?E�};J�8;F xN@1_48;:=<�J�8@[f

0 6= Ker f ⊆ Im f
qRKf

Ker f 1
\BT"_P8;FSO+T"h�c�xy}[c

Ker f ∩ Im f = { 0 }
q

s f Im f 2
\BT�_P8+FSO;TUh�c|x¿}?c

f
@)O

Im f
_pT"F�\k8+F H�8?>�EIDBJXQ1E M F$_4@+`kQkR|@aH)T�c�O+Tdq

\[f
f3 = 0

xw\k8
f2 6= 0 � @�j�DB:%@	c�O)DBJKO)Q�cp@	>BDB_{v D)O;Á s TUhBE¡]+8[:d8;F$EGTCf�À

698�`kD�:�\1Q�c;���~�d¢ » �;�B� ���7���|�B¢'���;�"�B�|�P� µ �dªB�{�+���;�	���
R3

�;�B�
B = {b1, b2, b3 }

 $���+�d�|�B¢~�4�;�1� » ¢'�G�
�k�7Å » �d�P�+¢ �+��ªB���;���+�S�b�;�;�|�d¢1�

dimKer f+dimIm f = 3
���+�

1 ≤ dimKer f ≤ dim Im f
��½��B�

dimKer f =
1
���+�

dim Im f = 2
���©�7�4�;�B¦��B�dª1�b½��b�'����ª9�� $���+�����+���+�4�;�B�+¢

b1 7→ 0
�

b2 7→ b1

�
b3 7→ b3

�B���b�B�
�P�;�1� » �B�������;�B�;±¡�;�;�+�b���+�I�

 -�	�È�;�B�B�+¢
b1 7→ 0

�
b2 7→ b2

�¡�+�
b3 7→ b3

�
�m��¦B�+�%�	�B�;±'���;�Æ�
b2

�+�
b3

�B���b�B� �B�+¢ �;�|�B���
2 « » �d�4�+¢ �+��ª1�

�B�d���;�+�k�Æ�P��� µ �b��� 1 « » �d�P�+¢ �+��ª1�¨�d�+� �;�;�k�+���b���b�b�B���P���;�+�
b1 « �;�;�S���+�'���N�z�P���n�

b1

�B�d�b�B�'�B�+¢ �;�|�B���N�B�����;�+�
µ �7Å  -� «  ¡�+¢m�4�;�1� » �B���Â���;�B�;±¡�;�;�+�¿�;�b�|���d����ª'�
» �

b1 7→ b2 7→ b3 7→ 0

 �	�?J�]?^S> L 8[:y@)O f : (x, y, z) 7−→ (x + y − 2z, x + z, 2x + y − z,−x − z)
:d8?>1} v'8�O)}[c	c?EI@1F�\1@BJK\·_4QBEGJ?T�lkQBEIe

Y¥\K]?^S>m_P8�`9@º_4QBEGJ�T�l9F�^S:":�E�8;J�};F-8[> � @)O)@)O�@®:�8[>B} v$8|O)}[cA_4@+`1E�8+JK}+F-8?>�f)x�@®D�cbO[:�D�v¡E�8;J�};F¡8?> � @)O)@)O�@º:d8?>1} v'8�O)}[c
>B}Xv¡E�8;J�};F¡8?>|f£}[cÂc[DBJ?E�8;J�};F-8[>78I`k< g 8�`1<AR|Q)O;T�c[QBEIe
698�`kD�:�\1Q�c;� Å �	�����|���7�+�¿�B¢'¢'�����+���+�4�+� �b�B�|�n¼ ¦B�+�d�;���;�S�B�+� ����±¡�B���{�|� » ² ���B���¥���;± µ �b�1�{�B�d������� �

A =







1 1 −2
1 0 1
2 1 −1

−1 0 −1






7→ 7→ 7→ L =







1 0 1
0 1 −3
0 0 0
0 0 0







�© ' ¡�1���·¢k²'�������;�+�y���+���®�·� �1�4�B�B�+¢ �;�B�B�+¢'���;���b�+¢ » ���;�;�m�4�;�B�1� » �B�����;�b�®�
t ·





−1
3
1





�B�d�����³�P�����|��� �B�S ¡ª1�
�B�d�G� ���+�'���p $���+�d�b�

{ [−1 3 1 ]
T
}
�%�1���+���B±'���;�b�+¢ �;�¹ $���+�d�b���p���

A
���;�1¢¹�1���+���B±$�B�N�B���B�B���b���-�©�B�4�+�d�B�;�9���

L
¦B�;�;�;�b�;�B�B�+���z�b���b�b�B�d�	���;ªA�1���+�d�B±$�B�%� �+�d�B�+¢m�B�d��¢'���-�

{ [ 1 1 2 −1 ]
T

, [ 1 0 1 0 ]
T
}
�¡�b�B�b���;�b�+¢ �;�

±¡� » ���P $���+�d�b���¥� » ���������
L
¢ �+�P¢k²'�d���P���B�b¦B�;�����B�|�B�G�

{ [ 1 0 1 ] , [ 0 1 −3 ] }
�

� �	�¥T�O)DBF$<�Á"E"c?^S>£R|8[x�j�Db`1<@[f
rang(AB) ≤ min { rang A, rang B }

x¨@�j�D�:
A ∈ Kk×m

}?c
B ∈ Km×n

qRKf
| rang A − rang B| ≤ rang(A + B) ≤ rang A + rang B

x©@�j�D�:
A,B ∈ Km×n

À
��� EG_p^ EI@BEIQ�c[��� Q�c�c?^S>ÄR|8?xmj�Db`k< @ _4QBEGJ?T=lSD�>�@BE E�8;J?_P}?cbO)8;E�8[cÇ_4h+\kDBF :�T"F-8bQBJ?T�c¸:d8?>1} v'8�O)}?c+8?>�F-8?> E�8?>�T"F$EGH�8
ImAB ≤ ImA

x
KerAB ≥ KerB

}[c
Im(A + B) ≤ 〈 ImA, ImB 〉

À f
698�`kD�:�\1Q�c;���B�+���1� �b¯ �

A « ¦��B� �+� B « ¦B�+����� A « � �B�B�k�d�d���;��¦B� B « � �;�w�b���b�b�B�d�P���;ªz���;�|�P�+���;�;���+���d�d¢ �+���|��� ���;�B�;±¡�;�;�+���
�d�;�

x 7→ Ax
���d�d�d�;��¦B�

x 7→ Bx
�

�k�
(AB)x = A(Bx) ∈ ImA

�¨���+�'���
ImAB ≤ ImA

�¨�+�4�; ' ¡�1�
rang AB ≤ rang A

���~�B���|�+���;�	�'�
Bx = 0

�$�����B�B�
(AB)x = A0 = 0

�'���+�'���
KerB ≤ KerAB

�$�B�P�� ¡�1�
rang AB ≤ rang B

�©Å �B�;�����B�
�1�|���;�;�|����¦��4����±��b² �������B�d�d½��b�B�b�;�

 -�
{(A + B)x |x ∈ Kn } = {Ax + Bx |x ∈ Kn } ≤ ImA + ImB

���¥���b�B���� $�B¢
U,W ≤ V

�B� «���;�|�;�S�b�
dim(U + W ) ≤ dimU + dimV

���4�;�b�
U

�+�
W

�;�B� « �;�B�¹ $���+�d�b�B¢'���·²'¢'�dª����
U + W « ¢ �;��B�+¢ �;�������B�b�b�+¢ » ���;�;�b�B�'�+�©�; ' -�1������¦��B�d�B���;�b�'����ªn $���+�d�;�! �+�'���¨�����

rang(A+B) ≤ rang A+rang B
�#"¥�

�;�;�
A+B « �|�{�+� −B « �b�{�B�����B�d�P���;�+² �¡�'���S�B�B�w���;�¨����±��b² �-�'� �B�B�

rang A = rang((A+B)+(−B)) ≤
rang(A + B) + rang(−B) = rang(A + B) + rang B

� �B�P�� ¡�1�
rang(A + B) ≥ rang A − rang B

�
�+�y�'�B�b�1¢'��ª1�B¢

rang(A + B) ≥ rang B − rang A
�©ÅÄ�B�;�����B -�1�È�;�B��¯ ���{����±��b² �-��� �B�B�

rang(A + B) ≥
| rang A − rang B|

�
$ �	� Q�c|c?^S>ºR�8?x�j�Db`k<~j @

A ∈ Km×n
xÂEID1HQkRRbQ

B ∈ Km×m
}?c

C ∈ Kn×n
T"F$H�8+J�EIQB:Cj�@1EIh9_4QBEGJ?T=lSD�>)x�@�>>�DBJ

rang BA = rang AC = rang A
À

698�`kD�:�\1Q�c;� Å¥�&%�� �k�	�"�+�d� » ���� ¡ª1�
rang BA ≤ rang A

�¿�+�
rang A = rang(AB)B−1 ≤ rang AB

�¿½d�B�
rang BA = rang A

�$�+�{�'�B���1¢'��ª1�B¢
rang AC = rang A

�
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� �76º^ EI@�c�c?^S>~_P8I`�x{j�Db`1<m_pT�F�\S8;F

A ∈ Km×n r
JX@1Fk`1u¹_pQ1EGJ�T�l�j�DO7H@BFÇD�:�<B@BFÇT�F$H�8;J?EIQ�: j�@BEIh

P ∈ Kn×n
}[c

Q ∈ Km×m
_4QBEGJ?T=lBxN@B_pT�J�84@

B = Q−1AP
_4QBEGJ?T=l�Rb@BF

b11 = . . . = brr = 1
xy}?cÆ_pT�F�\S8;F®_4Q�c�8[:d8;_

0
À

698�`kD�:�\1Q�c;�����~¦��B�����B�+���;�PÅ¥�
A

�P�����|�����B���+���+�P�¨���B�|��¼ ¦B�+���;���;�S�B�+�w�|� » ² ���B���p���;± µ ���1���B�d���S���~� �B�+�'�����b² �
¶U�P�d¢ » �+¢~�+���+�P� ���B�|��¼ ¦B�+���;�{�;�B� « �;�B�~�d¢k¦B�;�b�b�B�d�'����ªa�P�����|���'���+�B� ¦��B��ª£���;�B�b�+�B�¥ $�B���bª1�G�$���+�'�����1�b���;�+�|���;�B�; -�+¢
�d�Â�;�B�º�d¢1¦B�;�|�b�B�d�'����ªm�P��������� �b�+�B�����;�B�b�+²'¢ �¡� �+�z�+¢'¢ �;�9�a�	�����|���'¢'��� ���P�d¢k¦B�;�b�;�	���+� �;�

Q
��� �©�+² �b�B¢9�+�d�+�P�

�1���+���B±$��¼ ¦B�+���;���;�B�;�a¦B�;�B�+¯'¢ �¡�9�®¦B�;�;�;�b�;�B�B�+���;�B�;�~�b���b�b�B�d�P���;ª¹�1���+���B±¡�B�����£�+���B�b�~� �B�;�+² �¡�{�P� � » �·���B ' $�
�1���+���B±¡�B�£�;�;�;�S�B�+�Â� �d¢k²'���d���;�+² �-� �~��¢ » �+¢ �+�d�+�P�¿�1���+�d�B±$�n¼ ¦B�+���;�a�;�B� « �;�B� ��¢1¦B�;�b�b�B�d�'����ªr�P��������� �b�+�B�{¦��B��ª
���B ' $���;�B�b�+�B�;�È½d�B���1�b���;�+�b�b�;�B�; -�+¢9���{�;�B� �d¢1¦B�;�b�b�B���'����ª~�P�����|���'���+�B�w¶U���;�B�B�+¢º�;�

P
�¥���;�B�b�B�;�b²'¢ � �K�B ' '�bª1�I� �+�

�;�b� » �4�+¢k��¯'�%�4� ½�¦��B¢1�{�P�����������B�y����±'�b² �¡�
� ��¦��B�����B�+���;�NÅ{�Æ�B���d½��b�B�N�;�S¦ ��¦��B���+¢'�¿���;�+�B�G�$� �B�B�a�4�P�����������B�¿�B�d���B�d�	�B�w $���+�d��±$���b $�B¢~���+�d½d�b¦����p� ½�¦��B¢k�

�P�����|�����B�a����±���² �¡� �È�;�B�B�+¢
B2

�
KerA

�;�B�  $���+�d�b� �z�+�
B = B1 ∪ B2

�
Kn

�;�B�  $���+�d�b� �z���¦��� ' $�
C1 = {Ax |x ∈ B1 }

�N�+�
C = C1 ∪ C2

 $���+�d�|�
Km « ¢ �;�¡� Å¥�;�P�B�+�d� µ �b���¹ ¡�+�d���b¢'�G�y� �B�B�

C1

�"¯ �B�B�;�b�d�+¢
�b�+¢ » ���;�;�)�Æ�©�B��ªB $�B¢�� �'� r

∑

i=1

λiAbi = 0
¶U�B� �1�

B1 = {bi | i = 1, . . . , r }
��� �����B�B�

A(
r
∑

i=1

λibi) = 0
� ���+���

r
∑

i=1

λibi ∈ KerA
� » �

KerA
 $���+�d�b�7¶

B2

�©�"¯ �B�B�;�b�d�+¢
B1 « ���1�G�'½��B�4�; ' -�1�

λi = 0
�B�¦B�;���B�;�+���

i = 1, . . . , r « �b�B�
� �	�È8�`1<18;F

f
:�T�F-8|QBJ?TdcPEGJK@BF c�O L D1J�_4Q s T"h·8�`1<

6
\BT"_48+FSO;TUh�c	H�8?>�EID1J�E�}+JK8+F�À � 8?j 8+E g 8£@)O

f, f2, f3, f4
:�8[>B} v$8|O)}[c;8[>JK@BFk`�];@a@	> M H�8;E">18|O+i	c;DBJXDO+@BE[W

@[f
3, 4, 2, 2

RKf
6, 5, 4, 3 s f 5, 4, 4, 4

\?f
5, 3, 2, 1

8Xf
3, 2, 1, 0698�`kD�:�\1Q�c;� ���;�B� ¯ � �+���;�b���+���1���;�B�+� � �B�B�

Im id ≥ Im f ≥ Im f 2 ≥ Im f3 ≥ · · ·
�����+�'���Æ���

ri = rang fi���+���1���+���¿�'�B���+¢'�B�d¦�� ¶
r0 = rang id = dimV « ¦B�+� ���d�;�B�+���+½���¦B����

r0 ≥ r1 ≥ r2 ≥ · · · (∗)

���1���t�P��¢ » �+¢
f : V → V

�d�d¢ �+���|���m�����B¢'���;���B���P� µ ��ªB�|� �  �)¦��� ' $�
Im fn = { fn(v) | v ∈ V } =

{ f(fn−1(v)) | v ∈ V } = Im f |Im fn−1

�n�B� �1�
f |U

���
f « ¢ �;� ���

U
�B�d���;�b�b�9¦��B��ª �P�;�1���;�B�|½��b�B�b��� ��� «���+¢k�b�G�

fU : U → V
���B�4�+�d�·���

U
�+�d�+�4�+�d¢Ç² �B�1�B¢ � �B�t�'���;���	�d¢1�

f
�®Å » �d�P�+¢ �+��ªB���;���+�� ¡�1�w�B�)¦B�;���B�;�+���¡�

� �B�B�
rn = dim Im f |Im fn−1 = rn−1 − dimKer f |Im fn−1

� ¦����B� �d�
rn − rn−1 = dimKer f |Im fn−1 =

dim(Ker f) ∩ Im f |Im fn−1

� �~�d¦B�+� ����² ��ªB ' $�d�����d� µ �b�B�S�B�+¢ �7���B�b�B�+�����B�Â�B���B�B�b¢'���¡�-���;�¿����±���² �¡�-� �B�B�

r0 − r1 ≥ r1 − r0 ≥ r2 − r1 ≥ · · · (∗∗)

�
(∗)

�P�d����� ¢ �+� ���+� �;�b�b�;�B�+� ���¸�k�7�|�B¢ �1�b�B�b�B�+���;�
(∗∗)

�P�d������±¡� » ��� �  -�7�+� » ��� ���d�b�;�1¢1�º�P�d¢ » �+¢
�1���1�B¢7�|�B¢ �1�b�B�b�B�+���;�-�B�4�+�d�A�

(∗)
�+�

(∗∗)
�"�+�����;���+���w� ���+���;�1½��b�I���4�;�B¦��B��ª1�b½d�b�'����ªm¶"±-�+� » �B²'� � �B�B� » �B¢ «  $�d�B�S�B�B��4�;�1�'���b���b�B�+�B�|�B¢'�B���

0 «  $���B�S�B�B�³���+�B�P���7�+�7�4�;�b�;���;�a�4�;�B¦��B�d�B���;�b�'�����b² � �·�|�B¢ �B� ¯'���1¢k $���;�B�;��¢ �;� �P�;� «�"�+���+�����+¢����·¶����������B�b�B�+����� ¯'���1¢k $���;�B�+�w� » �����®�4�;�'� � �B�B�9�'�B¢1�
1 × 1 « �+�;� 2 × 2 « �+�;� ����  � 0 «  $�d�B�S�®¦��B¢·�

�B�B� » �B¢ « ¢ �B�|�P�B�d�B�d���� $�B¢������w���+�d���+�d�+�4�;�B�+¢4�4�;�1� » �'���b²'¢ �P���P�B�b���z�B�;� �|�B¢ �1���B�|�B�+���b¢'���P�4�;�B���+�d�+���¥�����B¢'��� «�"�B�|�P� µ ��ªB�����;�
µ �

b1 7→ b2 7→ 0
�

bi 7→ bi

�$�'�
i = 3, 4, 5, 6

�
��

b1 7→ 0
�

b2 7→ 0
�

b3 7→ b4 7→ b5 7→ b6 7→ 0
�

� �76º^ EI@�c�c?^S>	_P8I`�x�j�Db`1<aRbQ1J�_P8[:�<
3 × 3 g @�c�H�@�:�h�cn_4QBEGJ�T�l1F-@�>AH@1F H�@�:�h�cÆc[@�][QBEGH�8?>�EIDBJX@kÀ

698�`kD�:�\1Q�c;� Å �����|�������;�|�d�b�;�b����²'�	±-�1���d¢ �1� �b�º¦��B��ª1�A�'���|�P� » �"�B��� ±-�1���d¢ �1�a�N�+�	�B¢'¢'�B�{�	�d¢ » ���9¦��B¢r¦��B��ª1�
�B�B�B�B�·¶"±$�G�º�4�;�b�

−∞ «  ¡�+¢ −∞ « � �;�B� +∞ «  ¡�+¢·±¡� » ���
+∞ « � �;�7�b���b�����  È�+�'���p¦��B¢¸¦��B��ª1���b� �b�����;�b���;�B�~�

�P�����|��� ¢'���¡�$�+�¿�B�'� �B��¦��B�dª1�¿�b� �b����¦B�;�S���B�|�£�d�;�
�
	 �	�¥T�O)DBF$<�Á"E"c?^S>AR|8?x�j Db`1<

A
_pT"F�\k8+F~c;@K];QBEGH�8[>�EIDBJK@Ac[@K];QBEGH�8?>�EID1JX@

A2 g F-8?>4T�c[À��K`k@O g 8�@)OpQB:�:�Á�EIQ�c�_48�` L DBJK\BÁ�EIQ�c[@�W698�`kD�:�\1Q�c;� "¥�
v

�;�B�
λ

�b� �������;�|���;��� �;�r�b���b���B�;ª �b� �b����¦B�;�����B�+�������B�B�
A2

v = A(Av) = A(λv) =
λAv = λ2

v
��'�B� » ½���¦��·�B�d�b�B�d�� $�B¢ ¢ �+� ���1���B�w±-�+� » �B²'�¥�9�b½��¸�B�|���B�®�B�B��¯'�d�

90◦ « �1�P�"�B�b�1���b�B�b�B¢'���³¢'�d¢ µ �¦��B��ª1�	�b� �b����¦B�;�����B�|� �{�·¢ �;�B���;�;���+¢ �;�¡�¥�9�B�B�;�;±'±¡�1¢1���1���b¯ �S�b�B�;�+�|¢ �;�t¦������;�1¢1�£�P�d¢ » �+¢ ¢ �+� ¢k²'�d���9¦B�;�����B�
�b� �b����¦B�;�S���B��� �



�����������	��
������������������� ������� �"!$# !$&)(+*�, �  .�/10�2P3�5�

�����7698;:=<18?>Â@)O+D�>z@)O

n×n g 8?c�H�@�:�h�cN_4QBEGJ?T=lSD�>)x @1_48;:=<18[>�F-8[>
Rn _pT�F-\k8;F

0 g EIh�:S>�V�: M F-R M O+izH�8?>�EID1JX@�c;@K];QBEGH�8[>�EIDBJK@�W698�`kD�:�\1Q�c;���w�b���P�
λI

�b���B�d�����P�����|��� �B�-���¥�B�1�B¢'�d�y�'�
A « ¢'���A�d�+¢'¢ ���B�;�N� ¯'���1¢1 ¡�B�;�'�

λ
�+�

µ
�b� �b�����;�b���;� � �;�

�b���b���B�;ª
u
�+�

v
�b� ������¦B�;�����B�|� �'�����B�B�¨�;�;�;�P�U¯ �B�B�;�b���+¢ �;�	�������+¢'¢ �+¢ �;�m¶U�'���;�B���d�p�b���B�d�������;�B�b�1�b�n���P�B�b�d��¢'���¡�

�����B�B�P�m� �B�;�+� �b² �¹�b���|���B�;ª9�b� �������;�|���;�¹�d��² �B�1�B¢'������·�Â�d���;�1¢k�p� �"�+�����;���+�N���;�;�|�d¢k�
u + v

�d���b� ������¦B�;�����B�+�
A(u + v) = νu + νv

� �m�B���b�+�b�;�
A(u + v) = Au + Av = λu + µv

�-���+�'���
νu + νv = λu + µv

�-���+���
(ν − λ)u + (ν − µ)v = 0

� �+�����S�B�B�4���U¯ �B�B�;�b���+¢'���;�®�P�������
ν − λ = ν − µ = 0

� ¦����B� �d�
λ = ν = µ

�
�+�d���+¢k�b�4�1¢ » ¦��	�4�"�+�����;¦B�+�b¢ �;�¡�

� ¾ ���n@BEIQBJKD)O|O+^k>£_48�`a@��SÀ L 8;:�@k\1@BE�Rb@1Fºc�O8;J�8 v-:�i£:=T"F-8|QBJ�T�cnEGJK@BF cbO L DBJ�_4Q s T"h�>	c[@�][QBE�}+J�E�}[>B8+T�E¿}?cÂc;@K][Q1EGH�8?>�EIDBJK@BT�EIe
698�`kD�:�\1Q�c;� �k�£�©�B��ª1�{�|� ������¦B�;�����B�|�B� µ �|���£�

z
���+¢ �B�+�d�d�B�+� ±$���|�k² �+�B�P�1�¥¢ �+�P¢S²'�d�d�4¦B�;�����B�b�B�¡�-�4� �B�;�+� �b² �

�b���|���B�;ªA�b� �b�����;�b���;�
1
�

 -�7Å �P�����|�����bª1���B�1¢'¢k�B�+¢®���;�1��¦��B�b�'����ª'�-� �B�B�a�P�|� �������;�b���;�B�+�
1, 2, 3

���P� �B�;�+� �b² ���b���b���B�;ª£�b� ������¦B�;�����B�b�B�
±¡� » ���	�p $���+�����+���+�4�;�a¢ �+�P¢S²'�d�d�	�b���B�d�������;�B�b�1�b�B�G�

a
�
bx
�$�d�d�d�;��¦B�

cx2
�B�������a±¡�1�d�d¢ �1�P�B�º¶

a, b, c 6= 0
���

µ �7Å �����|�������;�|�d���;�b�d��²'�{±-�1�d��¢ �1�
|A − xI| = x2 + 2x + 1

���B�4�+��� ¢ �;�a�;�B�B�;�b���+¢r¶ » �n�B�;�b���;�;�|�+���{�B�B�B�B�p�
−1

�¨Å
−1 « � �;�n�b���b���B�;ªA�b� �b����¦B�;�����B�b�B�~���

(A + I)v = 0
�;�B�B�+¢'���;�¥�P�;�B�1� » �B�b�B�G�

t·

[

1
2

] �$�B� �1�
t 6= 0

�
» �7Å � � » �È�4�;�B�1� » �B�|�� $�B¢4���;�;�b�;±$���

A
�	�����|��� �|�

|A−xI| = −x(x−1)(x+1)
�k½��B�z�{�b� �b�����;�b���;�B�+�

0,−1, 1
�

�+���z� �B�;�+�z�b���b���B�;ªn�|� ������¦B�;�����B�b�B�4� �d���+�B�P½��b�'����ªB���;�B� « �;�B�4�;�B�B�+¢'���;���b�+¢ » ���;�;�w�4�;�B�1� » �B�b�)¦��B�I�
t·





2
1
1





�

t·





1
0
0





�-�d�d���;��¦B�
t·





1
2
1





�
��	���Æ¢ �+�´�d��¢ �+���|�d�w���|�B¢'���;�"�B�|�P� µ �dª'�-�4�;�b�y� ¯'���1¢k -�B�;�®¶ » �d�4�+¢ �+��ª1�?�N���;�b�;�7�B�B�;�B�����P�;�B�B�
���7Å �B�;�1�4�;���|�d�B� �K�+���+¢k���+���; ¡�1�©�d���b�'����ª'� � �B�B� �b� �b����¦B�;�����B�|�B���a�b½d�~¢ �+�P¢k²'���d�a¦B�;�����B�|�B�

1
�b� �������;�|���;�S�B�+�

¶"���+�'���¿���b½��
2 « » �d�P�+¢ �+��ª1�y�b� �b���b�B�����;�?���'�d�d���;��¦B���n�|½��P¢ �B�|�P�B��¦B�;�����B�|�B�©¶U���

[ 1 −2 1 ]
T ¦B�;�����B�¿¢ �+� «¢S²'�d�d�P�b���B�d�������;�B�b�1�b�B�G�

0
�|� �������;�b���;���B�+�G�

�S�7Å ¢ �+�P¢k²'���d�a���+�d�P�P�;���|��� ²'��¶ [ a b

b d

] �B�d���������	�����|��� �B�
1
�b� �������;�|���;�S�B�+�G� �a¢ �+�P¢k²'�d���A�"�;� » �+¢®���+��� «

�P�;���|��� ²'�Æ¶ [ 0 b

−b 0

] �B�d�������N�P�����|��� �B�
−1

�b� �b�����;�b���;���B�+� �b� �b����¦B�;�S���B���B�G�NÅ
±1 « �+¢7��½d¦�¯'��¢ �+� ���+� �;�

�	�B�{¦��B��ª1���b� �������;�|���;�-� �4�;�|�
|AT | = |A|

��¶ �~�+�d���+�b���;�£���;�;�b�Â���+�a���4�;�b�¥�£�b� �b���b�B�����;�b�;���U¯ �B�B�;�b���+¢ �;�¡�
���+�'����� » �d�4�+¢ �+�dª���² �7�1�b���;�;�B�����;�B�"�1� �K�; ' m�4���+� ���+�y���;� » �d�P�+¢ �+��ª���� �-���+���

4
�

� � �7698;:=<�T�>
c
8�`S}?cbOpcbO+QB_4D�>�JX@ºF�T�F s c4DB:=<B@BF

f(x)
8�`S}?cbO78I`1<�V EGE"j�@BEIh�cÂv D�:�T�F�D1_�xz@B_P8[:�<�JK8

f(1) = 0
x
f(2) = 2}?c

f(0) = c
W

698�`kD�:�\1Q�c;�	�S�+�B�P½��b�b² �¸���w���a�d¢k���;�b±-�1���B��ªº±-�1�d��¢ �1�4�B�
Q

�"�1���B����
·Å¥�
f(1) = 0

���+�����;���+��� �;�
p1(x) ≡ 0

�
���P�+�d���;���Æ���

f(2) = 2
�"�+�����;���+�d� �;�

p2(x) = 0 + (x − 1)a
�B�d������� �B� �1�

2 = p2(2) = a
�È���+�'���

a = 2
�+�

p2(x) = 2x − 2
�©�¥�;�1¯'� �4�'���|�P� » ���7�"�+�����;���+���¿�d�y� �B�;�+�)¦B�;¦B�

p3(x) = 2x − 2 + b(x − 1)(x − 2)
�B�d���������+�

c = p3(0) = −2+2b
�1½��B�

b = c
2
+1

���+�
p3(x) = 2x−2+( c

2
+1)(x−1)(x−2) = ( c

2
+1)x2+(−1− 3c

2
)x+c

�
�B�P� �;�B�+�����;�B��¯ ���b�'����ª1�;�%�'�

c
±$���b�1�;�{�Â�d���;�1¢k���'�

c
±$�������b�d�B¢�� ���S�B�B�Æ�A�P�B��� » ���a�+�Â�	�'���|�P� » �d�����+�d���;���+�

�+�d���+¢k�b�4�1¢ » �;�B���P�B�|¢'���-� �
2 « �È�+� 0 « �  ¡�+� �+���B�;�����+�b½d��¦B�w�¿±-�1�d��¢ �1� �;�b���;�B�w² �B�1�B¢'���;�©�

2
���;�;���d¢1�b���P���|� » �;�B�B�

�B�+�d���+¢ �B� � �B�B� � » ���®¶U�P�B�b�B�;±'± �����p�;�B�+���p�;�B� ¯ �b�'����ª1��±¡�1�d�d¢ �1�4�B�����;� �d¢1�b� �;���b¯ �
F2

�"�1���B���b�%±¡�1�d�d¢ �1�P¢'���$���
 �+�'����±-�1¢k���1�b�B¢P��±$���|���b�d�B¢

c
�b�+�B�4�B�S����¢'��¢ µ ���d���B�+¢n�;�B�+���y�;�B��¯ ���b�'����ª1�¨±¡�1�d�d¢ �1� ¶U�P���1�B�b�� ' P�"�B���p���+��
 ���


