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1. Van-e olyan 3 x 3-as mdtriz Q folott, amelynek minimdlpolinomja

a) ¥? —2;

b) 22+ x?

Megoldds: a) Hamu(z) = 22 —2 = (—+/2)(z+/2), akkor A-nak csak v/2 és —v/2 a sajatértékei.
De akkor k4 (z) is olyan t6bbszorose m(z)-nek, ami csak ezeket a gySktényezsket tartalmazza.
Tehat ky(z) = — (22 — 2)(x — v/2) vagy ka(z) = — (2 — 2)(x + V/2), de egyik sem Q[z]-beli.
Tehat nincs ilyen matrix.

b) Mivel ma(z) = 22 + = z(x + 1), a sajatértékek 0 és —1, és mivel m 4(z)-ben mindegyik
csak egyszeres gyok, az A matrix diagonalizdlhato. A feltételt nyilvan ki is elégiti minden
olyan 3 x 3-as diagonalis méitrix, amelynek az atlojaban 0-k és —1-ek vannak, illetve ennek
tetsz6leges konjugaltja. S6t, lathatjuk, hogy hasonlosag erejéig két ilyen méatrix van: amelynek
diagonalis alakjaban 0, —1, —1, illetve 0,0, —1 4ll az atloban.

2. Tegyiik fol, hogy egy C folotti A mdtrizra teljesil az A™ = I egyenldség valamilyen m > 1 esetén.
Igazoljuk, hogy A diagonalizdlhatd!
Megoldds: Mivel A kielégiti az £"* — 1 polinomot, minimélpolinomja osztéja ennek. Viszont ™ — 1-
nek C-ben m kiilonb6z6 gyoke van (az m komplex m-edik egységgyok), igy a minimélpolinomnak
sincs tobbszorés gyoke. Ezért A diagonalizalhato.

3. Milyen kapcsolat van AB és BA minimdlpolinomjai kozott, ha A és B négyzetes mdtrizok? Ldssuk
be, hogy AB és BA sajdtértékei megegyeznek!
Megoldds:  Tegyiik fel, hogy AB minimalpolinomja g(z) = apx* + ... + a1x + ag, BA mi-
nimélpolinomja pedig g(x) = b,2* + ...+ byz + by. Ekkor 0 = a(AB)* + ... + a1(AB) + apl-t
balrél B-vel, jobbrél A-val megszorozva azt kapjuk, hogy 0 = ar(BA)** +... +a1(BA)? +agBA,
tehat BA gydke xf(x)-nek, és ezért g(z) osztoja xf(x)-nek. Ugyanigy f(x) osztdja xg(x)-nek.
Tehat g(z) minden nem nulla gydke gyoke f(z)-nek, és viszont. Ha viszont f(z)-nek gyoke a 0,
akkor AB nem invertalhato, azaz 0 = |AB| = |A| - |B|, és ebbdl |BA| = |B| - |A] = 0, tehat BA
sem invertalhato, és igy 0 a g(x)-nek is gyoke. Ezzel belattuk, hogy AB-nek és B A-nak ugyanazok
a sajatértékeik. Az invertilhaté esetben a két oszthatédsigi feltétel nyilvan azt adja, hogy a két
minimalpolinom megegyezik. Amikor AB és BA nem invertalhatok, és mondjuk, f(z) = z°h(x),
ahol s > 0, és h(0) # 0, és a masodik oszthatosagi feltétel miatt zg(x) = z°h(x)k(z) valamely
k(z) polinomra, tehat g(x) = 2°~th(x)k(z). De g(x) osztdja x f(x)-nek, ezért k(z) = 1, z vagy z°.
Osszefoglalva: ebben az esetben f(x) és g(x) legféljebb egy 2-es szorzoban kiilonbozik.

4. Melyik mdtrizok diagonalizdlhatok C folétt a kovetkezdk kozil? Mi a Jordan-normdlalakja azoknak,
amelyek nem diagonalizdlhatok?
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Megoldds: Az A matrix karakterisztikus polinomja —x3+ 312 —6x = —( x—% 232 3¥3) (g — % +ZBT‘/§)

A diagonalizalhat6, mert hirom kiilonb6z8 sajatértéke van.

B karakterisztikus polinomja —23 +3x —2 = —(z—1)%(z+2), tehat sajatértékei 1 és —2. Az 1-
hez tartozo sajataltér a (B —I)x = 0 egyenlet megoldastere, ami csak 1-dimenziés, tehat B Jordan-
normélalakjanak egy 1-blokkja (2 x 2-es) és egy —2-blokkja van, és igy B nem diagonaliz&lhato.

Mivel C' haromszogmaétrix, szadmolas nélkiil is leolvashatd, hogy sajatértékei az atlés elemei:
1,2,3 és 4. Mivel 4 kiilonb6z8 sajatértéke van a 4 x 4-es méatrixnak, C sziikségképpen diagona-
lizalhato.

D karakterisztikus polinomja z*, tehat 0 az egyetlen sajatértéke, és D Jordan-normalalakja
csak 0-hoz tartozé Jordan-blokkokbol all. D rangja 2, tehat a 0-hoz tartozd sajataltér 4 — 2 = 2
dimenziés, ezért D Jordan-alakjanak két Jordan-blokkja van. D? = 0, tehat a legnagyobb Jordan-

8} blokkbél all6 blokkdiagonalis matrix.

blokk 2 x 2-es, igy a Jordan-normalalak két [(1)
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. Hdny olyan nem hasonlé komplex mdtriz van, amely kielégiti az aldbbi feltételeket? Irjuk fel a
lehetséges mdtrizok Jordan-féle normdlalakjdt!

a) k(z) = —2°(z +1)%, m(z) =2°(z +1);

b) k(x) = (x — 1)*x, és az 1-hez tartozd sajdtaltér 2-dimenzids.

Megoldds: a) A karakterisztikus polinombol tudjuk, hogy a Jordan-normaélalak 0- és —1-
blokkokbdl 4ll, az el6bbiek 6sszmérete 5, az utébbiaké 2. A minim&lpolinombdl kideriil, hogy
a legnagyobb 0-blokk mérete 3, a legnagyobb —1-blokké pedig 1. Tehat két lehetGség van: a
Jordan-normalalak diagonalis blokkjai:

0 0 0 0 0 0 0 0
1o o] Dol (oL (1) (1] wey (10 of ] ok (e )
0 1 0 0 1 0

b) A karakterisztikus polinom alapjan a méatrix Jordan-normalalakjaban 1-blokkok és 0-blokkok
lehetnek, 0-blokkbol csak egy 1 x 1-es. Az 1-blokkok Gsszmérete 4, és a sajataltér dimenzidja
alapjan az 1-blokkok szdma 2. Tehat két lehetGség van:

i (f § [, [o] vagy Y

. Adjunk meg két olyan 7 x T-es mdtrizot, amelyeknek a minimdlpolinomja és a karakterisztikus
polinomja is ugyanaz, sét minden sajdtaltere is ugyanannyi dimenzids, de a két mdtrixz nem hasonld!

Megoldds: Ilyen példaul az a két Jordan-matrix, amelynek diagonélis blokkjai

00 0] [0 00 00 0
1 0o0/[,|1 0 0f,[o0] illetve 100,[(1) 8}, [(1) 8}
01 0| |01 0 010

. Szdmitsuk ki az aldbbi mdtrizok n-edik hatvdnydt a diagondlis, illetve a Jordan-féle normdlalak
seqgitségével!

5 —6 4 —4
1=[5 2] o<1 )
Megoldds: |A —xI| = 22 —2 —2 = (v — 2)(x + 1), igy A sajatértékei 2 és —1. A 2-hoz

. 2 . 1 .
tartoz6 sajatvektorok a 1] skalarszorosai, a —1-hez tartozék az [ skalarszorosai. Tehat a

1
2 1) 44 -1 2 0 ~ n —1\n np—1
P = 11 attérés-matrixszal P~ AP = 0 —117 D. Ebbsl A" = (PDP~")" = PD"P~' =
2 1][2n 0 =1 _ [2ntt = (=) —2ntl 2. (—1)"
L 1[0 (=] |-1 2| | 2"—(-1)» —2"42.-(-1)"

|B — 21| = 2% — 4z +4 = (z — 2)?, igy B-nek csak a 2 a sajatértéke. Mivel B — 21 rangja 1, a 2-hoz
tartozé sajataltér dimenzidja 2 — 1 = 1, tehat B Jordan-normalalakja egyetlen Jordan-blokkbél

all: P~'BP = [% g] alkalmas P matrixszal. Ezt a P matrixot kell megtaldlni. Ezzel a P-vel

P~ Y (B -2I)P = P7'BP —2P7'IP = P71BP - 2] = [(1) 8] Teh4t P meghatérozasihoz az
2

R?-ben olyan { by, by } bazist kell talalni, amelyre a B —2I = _4] hatasa by — by — 0. by a

1 -2

2 —4 R 2 . 2 —4 2
[1 _2} x = 0 tetszbleges nem trivialis megoldasa lehet: by = [1 } , b1 pedig a [1 _2} X = [1]

egy megoldasa: by = (1)] gy a bi-b6l és by-bsl mint oszlopokbol dsszerakott P = [(1) i -re
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2 0

1 2

(n+1)-2n  —p.2ntl
n-2""1 (1—n).-2" |

n
P~'BP = [ ] = J, és B" = PJ"P~'. A Jordan-blokk hatvinya J" = [ 2 0 }, és

n-2nmloon

ebbsl A" = [

. Bizonyitsuk be, hogy minden n X n-es komplex mdtriz hasonlé a transzpondltjéhoz! (Haszndljuk a

Jordan-normdlalakot!)

Megoldds: Elgszor belatjuk, hogy az allitas igaz Jordan-blokkokra. Ha J,x, egy 0-hoz tartozo

Jordan-blokk, akkor az x +— Jx transzforméci6 az eq,...,e, bazisvektorokon a e +— ey +— - -+ —
e, — 0 leképezésekkel hat. Ha egy B = by,...,b,, bazisban ugyanezek a vektorok vannak, csak
forditott sorrendben, akkor b,, — --- — by — b; — 0, tehat ebben a bazisban felirva J-t éppen
JT-at kapjuk.

Egy A\-hoz tartozé Jordan-blokkra J — AI hasonlé (J — A )T-hoz az elgbbiek miatt. Ha P az
Attérés matrixa, akkor P~1JP — X[ = P~Y(J - A)P = (J — AT = J* — )\I, tehat P~'JP = JT|
azaz .J hasonlé J7T-hoz.

Ha két blokkdiagonilis matrix megfelel blokkjai hasonloak, akkor a két nagy métrix is ha-
sonl6 (az Attérés matrixa az a blokkdiagonélis matrix, amelynek 4tlos blokkjai az egyes blokkokra
megadott attérésmatrixok). Tehat minden Jordan-matrix hasonl6 a transzponéltjihoz.

Végiil, ha két matrix hasonlé: B = P~'AP, akkor a transzponaltjaik is hasonlok: BT =
PTAT(PT)~1. 1Igy egy A matrixra és J Jordan-normalalakjira A ~ J ~ JT ~ AT tehat az A
matrix hasonl6 a transzponaltjihoz.

. Van-e olyan I # A € Q™ ™ mdtriz, amelyre a) A> =1; b) A5 =12 Es Q**?-ben?

Megoldds:  a) Az 3 x 3-as matrix, ami az e; — ey — e3 — e leképezést valositja meg, nyilvan
kielégiti a feltételeket. Ha 2 x 2-es maétrixot keresiink, annak a minimalpolinomja osztdja
az 2> —1 = (z — 1)(2® + z + 1) polinomnak (ugyanis A gydke ennek e polinomnak), és a
minimélpolinom legféljebb mésodfoki, tehat 2%+ + 1-gyel lehet egyenld, és akkor a foka miatt

_— . . . .. . -1 -1
csak ez lehet a karakterisztikus polinom is. Ilyen métrixot konnyt gyartani, pl. [ 1 0].

b) 5 x 5-Oset az el6z6hoz hasonlé moédon tudunk gyartani, az e; — ey — -+ — e5 — €
leképezéshez. Ha lenne ilyen 2 x 2-es matrix is, annak a minimalpolinomja osztéja az % — 1 =
(x —1)(z* + 2% + 2% + = + 1)-nek, és legfoljebb masodfokt. De a negyedfoki faktort nem lehet Q
f616tt tovabb bontani (valos f6l6tt is csak az (22 — %*/gm +1)(2? — #gzc + 1) felbont4sa van),
tehat csak z — 1 lehetne a minimélpolinom, de az azt jelentené, hogy A = 1.

Bizonyitsuk be, hogy ha ma(x) = f(x)g(z), ahol f(x) és g(x) relativ primek, akkor Im f(A) =
Ker g(A).
Megoldds: Ha v € Im f(A), akkor v = f(A)w valamely w-re, és akkor g(A)v = g(A)f(A)w =
ma(A)w = 0w = 0, tehat v € Kerg(A).

Ha v € Ker g(A), akkor felhaszniljuk azt a szamelméleti tételt, hogy ha f(z) és g(X) relativ
primek, akkor van olyan a(x), b(z) € K[z], amelyre 1 = a(z)f(z) + b(z)g(z). Igy I = a(A)f(A) +
b(A)g(A), és v =a(A)f(A)v +b(A)g(A)v = f(A)a(A)v + b(A)0 = f(A)a(A)v € Im f(A).



