Alkalmazott algebra 3. feladatsor 2013 sz

Van-e olyan U < F5 =V, hogy
a) U=U*;
b)) V=UaUL?

Megoldds: a) Mivel dim U+ = n—dim U, paratlan n-re nem létezhet ilyen altér. Ha n paros, akkor
viszont az (1,1,0,0,...), (0,0,1,1,0,0,...),..., (0,0,...,0,0,1,1) vektorok altal generalt U
altérre igaz, hogy dimU = 3, é U meréleges onmagéra, ezért U L > U, és a dimenziok

egyenlGsége miatt ebbsl UL = U kovetkezik.

b) A dimU+ =n — dim U 8sszefiiggés miatt elég olyan U-t talalni, amelyre U N U+ = {0}. Ezt

pedig barmely olyan egydimenziés altér kielégiti, amelynek generatoreleme paratlan sok 1-est
tartalmaz. Tehat ilyen U minden n > 2 esetén van a trividlis altereken kiviil is.

. Bizonyitsuk be, hogy V = F%—ben minden U altérre V. =U @ U+, de Fg—ben ez nem igaz!

Megoldds: A {0} altérre és a teljes vektortérre nyilvan igaz az allitds. Ezenkiviil csak 1-dimenzios
alterek vannak Fg—ben, amelyekrdl az 1.b) feladat megoldasahoz hasonléan csak azt kell belatni,
hogy a generatoreleme nem merdleges énmagara. Ha a generatorelem 0 # (a,b) € IF%, akkor
az Onmagaval vett skaldrszorzata a? + b? csak 1 vagy 2 lehet, tehat az altala generalt U altérre
V=UqpU". Fg—ban viszont van olyan nemnulla vektor, amelyik merGleges 6nmagara, példaul
(1,1,1) ilyen.

. Legyen V wektortér egy ( , ) bilinedris figguénnyel, és legyen U < V. Bizonyitsuk be, hogy ha U-nak
van olyan ortogondlis bdzisa, amelynek semelyik eleme sem merdleges 6nmagdra, akkor V =U@U> .

Megoldds: dimU+ = dimV — dim U miatt elég azt belatni, hogy U N U+ = {0}. Egy u vektor
akkor és csak akkor van U-'-ben, ha mersleges az U minden baziselemére. Viszont az ortonomalt
bézis elemeivel val6 skalarszorzatok éppen az u elGéllitisaban az egyes béaziselemek egyiitthatoit
adjak. Tehat egy U-beli elem akkor és csak akkor merGleges U-ra, ha az elGallitisaban minden
egyiitthato 0, azaz a vektor a nullvektor.

. Ellendrizzik, hogy a Hamming-kdd perfekt!

t
Megoldds: Azt kell belatnunk, hogy |C|- > (Z)(q —1)% = ¢", ahol C a kodszavak halmaza, g az
0

S=
abc elemszama, n a kodhossz, és 2t+1 a kodtavolsag. A Hamming-kodnal |C| = 2"~ n =2m —1,
g =2ést = 1. Tehat az egyenlGség bal oldala 2"~ (14n) = 2"~ "™.2™ = 2" ezért a Hamming-kod
perfekt.

. Hatdrozzuk meg az Hadamard-kod dudlisanak dimenzidjdt, kédhosszdt, kddtdvolsdgdt!

Megoldds: A dualis kodhossza megegyezik az Hadamard-kod kodhosszaval 2™-mel, dimenzidja
pedig az Hadamard-kéd dimenziojanak kiegészitGje, 2" — m — 1. Az Hadamard-kéd G generator-
méatrixat megkaphatjuk, ha felirjuk F5' vektorait sorvektorokként egy matrixba, aztén ezt a
méatrixot kiegészitjiilk egy csupa 1l-esb6l 4ll6 oszloppal (ugyanis az «jzy; + aswe + asrs +
B kiértékeléseit tgy kaphatjuk meg, hogy az [x; z2 x3 1] sorvektort megszorozzuk az
[a1 oy a3 B]" oszlopvektorral). A duélisban azok a 2™ hosszii vektorok vannak, amelyek
a G oszlopaira merdélegesek, azaz amelyek megadjak a G sorai 0 értékid lineiris kombinacidinak
egyiitthatoit. A kodtavolsag az a legkisebb szam, ahany kiilonb6z6 sor Gsszege a G-ben 0O lehet.
Semelyik sor nem 0, mert mindegyik sor végén van egy 1l-es, és két sor Gsszege nem lehet 0, mert
akkor a két sor egyenlS lenne. Harom sor 6sszege sem lehet 0, mert az utols6 koordinata 1, négy
sor Osszege viszont mar lehet 0. Igy a kodtavolsag 4.

. m =3 paraméterd Hadamard-koddal elkodolva érkezett ez az tizenet:

8520 4C2F 3454 3C38 10C3 2434 F055 6855 34B0 A8A2

(a rovidség kedvéért a bindris tzenetet dtirtuk hezadecimdlissd). Az angol abe huszonhat betijét
otjeqyd bindris szdamokkal kodoltuk el eredetileg, 00001-t6l 11010-ig, a szokéz a 00000, majd négyes
csoportokra osztva alkalmaztuk rd az Hadamard-kdédot (a vektortér elemeit is a bindris szamok sor-
rendjében, 000-tol 111-ig helyettesitettik be). Fejtsiik meg az tizenetet! (Ketténél tobb hiba egyik
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kddszoba se csiszott; ahol kettd van, irjuk fel a lehetséges javitdsokat, és a széveq értelme szerint
taldljuk ki, hogy mi a megfejtés!)

Megoldds: Az 5. feladatban leirt G' generatormatrix az m = 3 eseben:

=== 0 OO0

=0 O == OO
_ O~ O~ OO
= e e e e e e

Ezt raalkalmazva 0 = 0000-t6] F = 1111-ig a legfoljebb négyjegyidi binaris szdmokra mint
4-dimenzios Fo folotti vektorokra, a kovetkezd kodolast kapjuk (az eredmény szintén 16-os
szamrendszerbe atirva):

0— 00 4 — 33 8 = 0F C — 3C
1— FF 5—CC 9— FO D —C3
2 — 55 6 — 66 A — 5A E — 69
3— AA 7— 99 B — A5 F — 96

Ha a kapott iizenetet 8 bites szakaszokra, azaz kétjegyl hexadecimélis szidmokra bontjuk, akkor
egy kivételével talalunk ezekhez egy bit eltérésii kodszot: ezeknél az egyik szdmjegy nem is szerepel
kodszoban (1,2,4,7,8, B, D, E), és a masik szamjegyhez csak kétféle par tartozhat, amelyek koziil
az egyik tér el csupan egy bitben az az elrontott kodszo mésik jegyétsl. A 24-t61 2 tavolsagra leve
kodszavak A5, 66, 00 és 3C. Tehat a javitott iizenet: A500 CCOF 3C55 3C3C 00C3 {A5, 66, 00
vagy 3C}3C F055 6955 3CF0 AAAA. A kodtablazatbol visszakeresve az iizenet hexadecimalisan:
B058C2CCO0OD{B,6,0vagyC} C92E2C933
és ebbdl binrisan:
1011000001011000110000101100110000001101
{1011,0110,0000,1100 }110010010010111000101100100100110011.
Ezt 6tbites részekre tordelve, decimalisan:
22,1,12,12,5,19,0,13,{23,13,1,25},18,9,14,5,18,9,19,
az ilyen sorszamu bettik: VALLES M{WMAY }RINERIS,
és ebbdl a megfejtés: Valles Marineris.

. Adjunk meg ortogondlis, illetve ortonomdlt bdzist az R* (1,2,—1,0), (2,1,0,1) és (1,—1,1,—1)
vektorok dltal generdlt alterében!

Megoldds: Cseréljik ki a v; = (1,2,—1,0), vo = (2,1,0,1) és v3 = (1,—1,1,—1) vektorokat
ortogondlisakra a Gram-Schmidt-médszerrel.

vi =(1,2,—-1,0) =: wy

VaWi 4 4 1 2
- = (2.1.0,1) — 2(1,2,-1.0) = (=, —=. Z 1) || (4,-1,2.3) =
Vo W1W1W1 (7 s Yy ) 6(7 ) ) ) (37 33 )H (, , 2, ) Wo
V3Wq V3Wao -2 4
- - =(1,-1,1,-1) — —(1,2,—-1,0) — —(4,-1,2,3) =
V3 W1W1W1 W2W2W2 ( ) ) ) 6 ( y 4y 5 ) 30( , , 2, )

_41e
5" 575
Ha ezeket a vektorokat elosztjuk a hosszukkal, akkor ortonormélt rendszert kapunk: \/Lé(l, 2,-1,0),

\/%(45 _15 2, 3)7 \/%(45 _15 2’ _7)

7
_g) H (47_1727_7) = Ws.
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8. Legyen V = R® a szokdsos skaldrszorzattal, és U azon vektorok halmaza, amelyekben az elsé két
koordindta dsszege egyenld az utolso két koordindta dsszegével.

a) Adjunk meg U-ban egy ortonormdlt bazist!
b) Hatdrozzuk meg UL elemeit!
c) Irjuk fel az (1,0,0,0,0) vektort eqy U-beli és eqy U~ -beli vektor dsszegeként!

Megolda’S‘ b) Az U = {(x1,29,23,24,25) € R®|2y + 29 — x4 — x5 = 0} altér éppen a

= (1,1,0,—1,—1) vektorra merdleges vektorokbol 4ll, azaz U = (v )™, és ebbél (UL) =
i
(( ) ) < )-
c) Az U+ e valo vetiiletet kénnyebb kiszamolni: e; = (1,0,0,0,0) vetiilete ¥v = % =
(1,7.0,—%,—1%), és ebbdl a felbontas e; = (1,0,0,0,0) = (—,—i 0,1, —)+(4,4, -4 -1
a) Gram-— Schmldt—ortogonalizaci(’)val készitsiink ortogonalis bazist a v,eq,..., e, generatorrend—
szerbdl.

=(1,1,0,-1,—-1) = wy

e|wy 1
—(1,0,0,0,0) — =(1,1,0, -1, ~1) =
e = S ~(1,0,0.0,0) - 1 )
3 1 11
<47 4707474> H (37 707 ) )
o2 W2 1 =(0,1,0,0,0) — S(1,1,0,~1,—1) — —(3,~1,0,1,1)
€y — Wi — Wi = — — —1, — - — — =
2 WiW, 1 WoWs 1 3 Ly Uy Yy 4 3 Ly Yy ) 19 ) s YUy Ly

2 11
—(0,2,0,=, = 2.0,1,1) =
(07370737?)) H (07 707 ) ) W3

3
es— > 2w, =(0,0,1,0,0) — 0wy — Owy — Ows = (0,0,1,0,0) =

4
-1 1 1
e4_z e3wl‘ (OO 071’0)_ 1 (1’170 )—E(3,_1707171)_6(072707171)_0

1 1
=(0,0,0,=-,—= 0,0,0,1,—-1) =:
<77727 2) H(7777 ) W5

5
e3w; -1 1
€5~ Z W,JW,JWl :(0’070’07 1) - T(lv 1707 _17 _1) - 5(37 _1707 17 1)

1 -1
--(0,2,0,1,1) =0 - —(0,0,0,1,-1) =0
6 2
Tehat { wi, wa, W3, Wy, W5 } ortogonalis bazisa V-nek, s mivel az els baziselem U--t generélja,
U bazisa { wo, w3, wy, W5 }, U ortonormalt bazisa pedig { \/%WQ, %Wg, Wy, %Wg, }.

9. Az aldbbi mdtrizok kozil melyek hatdroznak meg szimmetrikus bilinedris, illetve hermitikus bilinedris
fiigguényt? Ezeket hozzuk diagondlis alakra, és dllapitsuk meg, milyen definitek! A wvaldsakhoz
adjunk is meg ortogondlis bdzist!

0 1 0 2 1 0 .
A=|-1 21 B=|1 4 1 C:[z__l. 2‘2”]
0 —1 1 0 1 2 !

11 1 0 1 2 L
D=1 11 E=1|1 -1 0 F:[. ﬂ
11 1 2 0 1 !



10.

11.
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Megoldds: B, D, E szimmetrikus bilineéris, C' hermitikus bilinearis fiiggvényt ad meg. FE-rél és
C-r6l diagonalis alakra hozéis nélkiil is latjuk, hogy indefinit, mert az atlojaban pozitiv és negativ
szam is van (azaz eiFey < 0, és e5Ees > 0, illetve ejCe; < 0 és e5Cey > 0). A tobbiek jellegét a
diagonalis alakjukbél tudjuk eldénteni.

2 10 2 10 2 00 2 0 0 2.0 0
B=|14 1| = |0 Z 1| = |0 I 1|10 I 1]~ |02 o0
0 1 2 0 1 2 0 1 2 0 0 0 0

Tehat B pozitiv definit, és az attérés matrixat megkaphatjuk I-bdl, ha végrehajtjuk rajta ugyana-
zokat az oszlopmiiveleteket, mint B-n.

tehat a D-hez tartozo bilinearis fiiggvény pozitiv szemidefinit, és a diagonalis alakhoz tartozé bazis
{(1,0,0), (-1,1,0), (-1,0,1)}.

0 1 2 1 0 2 1 0 2 1 0 2 1 0 0
EF=]1 -1 0| » |1 -1 0| —» |O =1 O] —» |O -1 Of —» |0 -1 01,
2 0 1 2 0 1 2 0 1 0 0 -1 0 0 -1

tehdt a FE-hez tartozd bilinearis fiiggvény indefinit, a diagondlis alakhoz tartozé bézis pedig
{(1,1,0), (0,1,0), (=2,0,1) }.

c— -1 2+ -1 2+ -1 0
12— 2 0 7 0o 7
indefinit.
Adjunk példdt olyan komplex (és nem valds) onadjungdlt mdtrizra, amely negativ szemidefinit, és

nem negativ definit!

Megoldds: Egy alkalmas diagonalis alakbol, pl. -bo6l szimultan sor- és oszlopmiivelettel

-1
0 0
létrehozhatunk ilyet. Mondjuk, az els6 sor i-szeresét adjuk hozzd a masodikhoz, aztan az elss

oszlop —i-szeresét a masodik oszlophoz: [__i _d

Bizonyitsuk be, hogy ha egy ( , ) wvalds szimmetrikus vagy komplex hermitikus bilinedris fiigguény
nem pozitiv vagy negativ definit, akkor van olyan v # 0 vektor, amelyre (v,v) = 0.

Megoldds: Legyen B = {bs,...,b, } a (, )-re nézve ortogonalis bazis. Ha van ¢, hogy (b;,b;) =0,
akkor kész vagyunk. Ha nincs, akkor a feltétel miatt van 4, j, hogy (b;,b;) =c¢ >0, és (b;,b;) =
—d < 0. Ekkor v = V/db; + \/cb;-re (v,v) =d(b;,b;) +c(bj,b;) =dc—cd =0, és v # 0, mert
b; és b; fiiggetlenek.



