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. A kovetkezd mdtrizok kozil melyik onadjungdlt, unitér, illetve normdlis? Az énadjungdltak milyen

definitek?

[1 1 1 0 2 -1 S 5 1
A=|1 0 1 B=|-2 0 3 C:[Z. _Zl D:[3 2]

111 1 -3 0 v

1 1 -1 . 1/3 -2/3 -2/3 .

E=| 13 o F= [2__11. 2:,)2] G=1|2/3 2/3 -1/3| H= [1—1H (ﬂ

-1 0 2 2/3 —-1/3 2/3
Megoldds: A, E, F onadjungalt, G unitér. B* = —B, igy B*B = BB*, azaz B normalis.
C = Z“ _ﬂ egy Onadjungalt (és ezért normélis) matrixnak a skalarszorosa, ezért maga is

normalis. (Ha M mnormaélis, akkor (cM)*(cM) = |c|>M*M = |[c|>?MM* = (cM)(cM)*.) D és H
nem is normélis, mert D*D # DD* és H*H #+ HH*.

Az A, E, F méatrixokat Gram-méatrixként diagonalizilva (szimultin sor- és oszlopmiiveletekkel)
megallapithatjuk a jellegiiket.

(1 1 1 1 11 1 00
A=|1 0 1|+~ |0 =1 0| = |0 —1 0|, tehat A indefinit.

11 1 0 00 0 00

11 -1 11 -1 1 00 1 00 1 00

E=] 13 0|+~ |02 1|+ |0 2 1|~ [0 2 1|~ |0 2 0,

-1 0 2 01 1 011 00 3 00 3
tehat F pozitiv definit.
[ -1 244 -1 24 -1 0 ) . . .
F= [2_1. _5} [0 0 ] [0 0}, tehat F' negativ szemidefinit.

. Hatdrozzuk meg az dsszes 2 X 2-es valds, ortogondlis mdtrizot! Milyen geometriai transzformdcidkat
adnak a sikon ezek a mdtrizok?

Megoldds: Ezek azok a matrixok, amelyek az i, j ortonormalt bézis vektorait ortonormélt vek-
torokba viszik. Ha az irdnyitds megmarad, origd koriili forgatasrol, ha megfordul, origbn adtmend

a

egyenesre valo tiikrozésrsl van szd. Formélisan: A = -re a? + ¢ = 1 miatt van olyan ¢,

d
hogy a = cos ¢ és b = sin . Mivel [2] merdGleges [Z]—re, [Z} csak [_Ca} egy skalarszorosa lehet,

és mivel a hosszuk is megegyezik, csak 1-szeres vagy —1-szeres: A = =

a c Cos sin ¢
c —a sing —cosgp

origbn atmend, %cp sz0gi egyenesre vald tiikkrozés, vagy A = e al = origd

—c cosp —singp
sin cos ¢

koriili, o szogt forgatas.

. Bizonyitsuk be, hogy minden 1 determindnsi, 2 X 2-es wvalds normdlis mdtriz szimmetrikus vagy
ortogondlis! Mutassunk példdat arra, hogy ez az dllitds 3 x 3-as mdtrizokra nem igaz!

.. _la b s |a?+F ab+ed] . |a®+b* ac+bd
Megoldds: A = [C d}—re A*A = [ab+ cd B AA* = ac+bd A4d| Ezek akkor
egyenlSk, ha b?> = 2, és ab+cd — ac — bd = (a — d)(b — ¢) = 0. Igy vagy b = ¢, és akkor A

szimmetrikus, vagy b = —c £ 0, ésa =d: A = _Z 2 . Mivel det A = a? + b? = 1, a matrix
oszlopai ortonormalt rendszert alkotnak, igy ekkor A ortogonalis.
0 2 0
3 x 3-as matrixok korében ellenpélda a B = [ =2 0 0| blokkdiagon4lis matrix, amelynek
0 0 1
4

fels6 blokkja egy ortogondlis skalarszorosa, az alsé pedig szimmetrikus, tehat mindketts, és igy B is
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normélis, tovabba det B = 1. B nyilvan nem szimmetrikus és nem is ortogonélis (az oszlopvektorai
merdlegesek ugyan, de nem 1 hosszusaguak).

4. Adjunk példdt olyan C™ — C" transzformdcidra, amelynek minden sajdtértéke 1 abszolit értéki, de
a transzformdcid nem unitér!

Megoldds: Tlyen példa az [1 ﬂ Jordan-métrix vagy akar a diagonalizalhaté (de nem unitérrel

diagonalizalhato) [(1) _ﬂ matrix.
-1 0 -1
5. A Schur-felbontds bizonyitdsdt kovetve, hozzuk unitérrel hdromszog alakra az A = 2 2 1
4 0 3

mdtrizot!

Megoldds:  ElGszor egy sajatvektort tartalmazd ortonormélt bézist kell vilasztanunk. Az A
métrix karakterisztikus polinomja —(z — 2)(z — 1)?, és a A = 1 sajatértékhez tartozd vek-
torok a [—1 0 2]" vektor skaldrszorosai, fgy az 1 hossztt vi = [—=1/v5 0 2/V5]" is.
Ezt kiegészithetnénk ortonormdlt bazissd Gram—Schmidt-ortogonalizilassal, de egyszertibb egy
tetszSleges, 1 hosszi merGleges vo vektort valasztani, pl. vy = [0 1 O]T, és a kett§ vek-
torialis szorzatabol allitani el a harmadik baziselemet: vy x vi = [2/vV/5 0 1/4/5 ]T. U =
~1/V/5 0 2/v/5 1 0 5
01 0|-rel UAU = |0 2 /5|, ami mar fels6 haromszogmatrix, igy nem kell
2/vV/5 0 1/V5 00 1
tovabb alakitani.
(Ha az U maétrix tovabbi oszlopait egy kicsit iigyetlenebbiil valasztottuk volna, mondjuk az
—1/vV/5 2/v/5 0 1 50
U = 0 0 1 |-val konjugdlunk el6szor, akkor az | 0 1 0| matrixhoz jutunk,

2/vV/5 1/v/5 0 0 V5 2

aminek még a jobb als6é 2 x 2-es részmatrixat hiromszog alakra kell hozni az eddigiekhez hasonld

0 1 o s , cpot .
matrixszal konjugélni, azaz az egész matrixra az U utdn a V =

modon, példaul az Vp = [1 0

1 0 0
[é ‘9 ] = [0 0 1| unitér méatrixszal valo konjugilast is hattatjuk, és igy kapunk diagonéalis
1
0 1 0
alakot (6sszességében az UV unitér matrixszal konjugalva).)

6. Legyen a V(ay,...,,a,) Vandermonde-mdtriz i. sora [1 ay aF ... a? '] minden i-re. Bi-
zonyitsuk be, hogy ennek a mdtriznak a determindnsa Hi>j(ai —aj).
Megoldds:  n-re vonatkozo teljes indukcidval bizonyitjuk az allitast. n = 2-re |V(aj,aq)| =
1
1 Zl = az — a;. Ha n — 1-re mar megvan, akkor |V (ay,...,a,)|-re a kovetkezs atalakitasokat

2

végezziik: hatulrél elére haladva a determindns minden oszlopabol vonjuk ki az el6zé oszlop
ap-szeresét, ezutan emeljiink ki (a; — aj)-et i = 2,...,n-re az i. oszlopbol, és fejtsiik ki a

kapott determindnst az 1. sor szerint (amelynek mar csak az els§ eleme 1, a t6bbi 0). Ekkor
n

azt kapjuk, hogy |V (a1,...,a,)| = [[(a; — a1)|V(ag,...,ay,)|, és ez az indukciés feltevés miatt

=2
n
[I(a; —a1) I (ak_aj): I1 (ak—aj)-
i=2 2<j<k<n 1<j<k<n

7. Irjuk fel az
a) R? tér o —y + z = 0 sikjdra valé merdleges vetités és tikrozés, illetve
b) a R* tér (1,0,1,—1) és (0,1,1,—1) vektorok dltal kifeszitett alterére valé merdleges vetités
mdtrizat!



9.
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Megoldds: A sik meréleges kiegészitéje az [1 — 1 1]7 normalvektor altal generélt egydimenzios
altér, amelynek ortonormélt bazisat az n = —=[1 — 1 1]7 vektor alkotja. Igy a mersleges vetités és

Sl

a tiikkrozés matrixa

2/3 1/3 -1/3 1/3 2/3 -2/3
I —nn* = 1/3 2/3  1/3{, illetve I —2nn* = 2/3 1/3  2/3
-1/3 1/3 2/3 -2/3 2/3 1/3
1 0 1 12
. Szamitsuk ki az [ ] ésaz | —1 0| mditrizok pszeudoinverzét!
01 2
1 1
. 1 01 e . . , .
Megoldds: B = 0 1 2 2 X 3-as 2 rangl matrix, igy a pszeudoinverze (ami egyuttal a jobb

inverze is)

10 —1 10 5 =2
Bt =B*(BB*)"'= |0 1 [g g] =(0 1 -%{_g _g]—% -2 2
1 2 1 2 1 2
1 2
C=|-1 0] 3x2-es2rangl matrix, igy a pszeudoinverze (ami egytuttal a bal inverze is)
11
—1
3 3 1 -1 1 5 =3 1 -1 1 -1 -5 2
+ * —1,vx . — l . = l
cr=(crC) C_[?) 5} [2 0 1} 6[—3 3} [2 0 1] 6[3 3 O]
1 1 0 1
a) Adjuk megaz | -1 -1 1 1] € R34 mdtriz pszeudoinverzét és eqy 3 rangi dltaldnositott
0 0 1 2
inverzét!

b) Bizonyitsuk be, hogy az { A" — AT | A’az A mdtriz egy dltaldnositott inverze} halmaz altere a

RY*3 vektortérnek! Hdny dimenzids ez az altér?
c) A pszeudoinverz felhaszndldsdval hatdrozzuk meg az Ax = b egyenletrendszer legjobban kozelitd

1 1 1
megolddsit b= |0 |-re, b= | -2 |-reésb= | 2| -ra.
1 1 3

Megoldds: a) A pszeudoinverz kiszdmitasdhoz bontsuk fel elGszor az A matrixot két teljes rangi
méatrix szorzatara. A Gauss-modszerrel A-t redukalt 1épcsds alakra hozzuk:

1 1 01 1 1 0 1 1 1 0 1
-1 -1 1 1] = |0 0 1 2| — |0 O 1 2
0 0 1 2 0 0 1 2 00 0 O
1 0
Ebbdl lathatjuk, hogy A rangja 2, és A= BC,ahol B= | —1 1| az A 1. és 3. oszlopabdl all6 2
0 1
L . TR , . , 1 1 01
rangi matrix (mivel a redukalt 1épcsss alak 1. és 3. oszlopdban van vezéregyes), C' = 00 1 2
pedig a redukalt 1épcsGs alak nem nulla soraibél 416, szintén 2 rangd méatrix. Ezeknek a pszeudoin-
5 =2
verze Bt = (B*B)~'B* = 1 2 -1 1 illetve O+ = C*(CC*)™! = L 5 2 és ebbdl
311 1 20 -2 31’
1 4
8 -7 1
8 —7 1
+ _ o pt
AT =CTBT = 1 5 4
6 39
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Az altalanositott inverzek kiszamitdsdhoz a SAP-modszert alkalmazzuk. A redukalt 1épcsés

alakra hozéasnal alkalmazott sormiiveleteket az I3-ra alkalmazva megkapjuk az S matrixot:

1 101100 110111 00 110 1] 1 0 0
-1 -1 111010~ 1]0O0T172]11O0+~1]00T172]1 1 0
0 01 2]0 0 1 001 2|00 1 0 00O0] -1 -11

. . 1
Ezutin a matrixot oszlopmiiveletekkel tovibb alakitjuk, amig [ 6" 8] alaki nem lesz, és az I4-re

alkalmazva, ezeket az oszlopmiiveleteket, megkapjuk a P matrixot, amivel SAP = [I(;" 8}

r1T 1 0 17 1 0 1 17 r1 0 0 07 r1 0 0 07
0 0 1 2 0 1 0 2 0 1 0 2 0 1 0 0
0 0 0 O 0 0 0 O 0 0 0 O 0o 0 0 O
1 0 0 0 1 00 of 7|10 -1 1|7 |10 -1 1
0 1 0 O 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 1 0
0 0 1 0 0 1 0 O 0 1 0 o0 0 1 0 -2

LO 0 0 1] L0 0 0 1] LO 0 O 1] LO 0 O 1]

I, X

Az A tetszlleges altalanositott inverzét megkapjuk P [

Y

Z

} S alakban, amelynek a rangja
4x3

megegyezik a k0zépsG matrix rangjaval. Tehat egy 3 rangu Altalanositott inverz pl. a kdvetkezd:

1 0 -1 -1 1 0 0 2 1 -1
0 0 1 0 010 i (1) 8 -1 -1 1
0 1 0 -2 0 0 1 1 -1 1 o 1 1 0
00 O 1 0 0 0 0 0 0
+ 2 2 . . , I XO . 2 .
b) AT is egy altalanositott inverz, igy P v, 7 S alaki, tehat a megadott halmaz az Gsszes
0 0
I, X L. Xy _ 0 X - Xo T .
P[Y Z]S—P[YO ZU]S = P[Y—Yg 7 - 7 S alakt matrixbol all. Mivel X, Y, Z

0 U
Vw
skalarszorosa is ilyen alaki (és a 0 matrix is), tehat ezek alteret alkotnak R**3-ban. Tovabba
azok a matrixok, amelyekben egyetlen egyes van az U, V vagy W elemei koz6tt, a matrix t6bbi
eleme pedig 0, bazist alkotnak ebben a vektortérben (a fiiggetlenséghez az is kell, hogy P és S is

invertdlhato). Tehat ennek az altérnek a dimenzidja 4 -3 — 22 = 8.
c) A kézelits megoldas ATb, ami a harom esetben - [3 3 1 517, (23 23 —7 9], illetve

L[-3 =3 21 39 1", Bzek kziil az elss és a harmadik pontos megoldas, a kozépss hibaja 2/v/3.

tetszéleges, X — Xo, Y — Yy és Z — Zyis az. A P [ S alakd matrixoknak az Osszege és

]T

Bizonyitsuk be, hogy ha AT az A € C™*" mdtriz pszeudoinverze, és U € C"*" unitér, akkor
(AUYY = U7YA*T. Adjunk példdt arra, hogy ha U nem unitér, csak invertdlhato, akkor U~1A™
nem feltétlendil lesz az AU pszeudoinverze.

Megoldds: A pszeudoinverz négy tulajdonsigat kell ellendrizni.
UTATAUU AT = U TATAAT = U1 AT,
AUUTATAU = AAT AU = AU,
AUU YA+ = AA* 6nadjungalt, mert AT pszeudoinverze A-nak, és
U~'AT AU is 6ndajungalt, mert egy 6ndjungaltnak unitérrel vett konjugaltja.
A példa megkonstruilasihoz azt kell észrevenniink, hogy az el6z8 bizonyitasban csak az utolsd
tulajdonsagnal volt sziikségiink arra, hogy U unitér. Vegyiink tehit egy olyan A matrixot, a-

1/2}, tovabba A+tA =

melyre AT A nem skalarmatrix, pl. legyen A = [1 1], és erre AT = [1/2
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1/2 1/2] , |12 . I . . . P
[1 21 /2], és legyen U = [O _1] (tetszGleges nem tal szimmetrikus invertilhaté matrixszal
3/2  3/2

b4 1A+ A7T —
probalkozhatunk). Ekkor U™ AT AU = [_1/2 12

} nem &ndjungalt, tehat (AU)T # U~ 1AT.

Mi lehet a rangja eqy r rangi, m X n-es mdtriz dltaldnositott inverzének? Es a pszeudoinverzének?
I, X
Y Z
altaldnositott inverz rangja megegyezik a kozéps6 matrix rangjaval, az pedig X,Y, Z tetszéleges
valasztasa miatt r és min(m,n) kozott barmi lehet. A pszeudoinverz rangja viszont csak r lehet,
mert rang A = rang(AATA) < rang AT, és rang AT = rang(AT AAT) < rang A, tehat rang AT =
rang A.

Megoldds: Mivel az altalanositott inverzek P [ ] S alakaak, ahol P és S invertilhatd, az

Bizonyitsuk be, hogy egy teljes rangu mdtriz barmely dltaldnositott inverze egyoldali inverz.

Megoldds: Ha A teljes rangt, akkor van egyoldali inverze, mondjuk, BA = I. Ha A’ az A valamely
altalanositott inverze, akkor I = BA = B(AA’A) = (BA)A’A =TA’A = A’ A, tehat A’ is bal oldali
inverz. Ugyanigy jon ki jobb oldalira.



