Alkalmazott algebra 5. feladatsor 2013 sz

. Legyenek B € C™*" és C € C™*" r rangii mdtrizok. Bizonyitsuk be, hogy ekkor A = BC isr
rangi, és AT = CTBT.

Megoldds: A feltételek miatt B-nek van balinverze, C-nek pedig jobbinverze. Ha egy B métrixnak
van balinverze, mondjuk, B’, akkor BT is balinverz: a BB*B = B osszefiiggést balrol B’-vel
szorozva, azt kapjuk, hogy BTB = I,.. Ugyanigy C'T jobbinverze C-nek: CC* = I.. Ebbsl
kivetkezik, hogy r = rang B > rang BC > rang BT BCC™ = rang I,, = r, tehat végig = van, ezért
rang BC' = r. Most lassuk be CTBT-ra az A pszeudoinverzét definidld négy Osszefiiggést!
A(C*tB)A = BCC*B*BC = BII,C = BC,

Ct*BTACTBT =C*BTBCC*B* =C'I.I. Bt =CTB™,

A(CtBT) = BOCCtBT = BB™ 6nadjungélt és

(CTBT)A=CtBTBC = C*C is 6nadjungalt.

. Adjuk meg a kovetkezd mdtrizok SVD- és redukdlt SVD-felbontdsdt!

i 0 1 0 0
A:H ﬂ B=1[4 -3] C=10 1 D=0 1 -2 E:[lg __ﬂ
0 i 0 2 —4

Megoldds: A szimmetrikus matrix, sajatértékei 2 és 0, tehat A pozitiv szemidefinit, és igy az SVD-
. . . 1 ..
felbontésa megegyezik a spektralfelbontasaval. Ehhez az A normélt sajatvektorai: % 1] a 2-hoz,

és L [_1] a 0-hoz. Tehat az M = = [1 _1}, és X = g 0

;[1 —1] {2 O}L[ 1 1].Aredukaltfelbontas(r:l-gyel)L[l][z]i[l 1].

AR sl 1 O] méatrixokkal A = MY M* =

2|1 1]|0 0]vz|-1 1 V2 |1
Erdemes B helyett B* SVD-felbontisat kiszamitani, és abbol B-ét. BB* = [25] egyetlen
4/5

~3/5|’

V)

sajatértéke 25, tehat B* egyetlen szingularis értéke 5. M = [1], B*M = B* =

. [4/5 35 . [ 4] [45 35175
unitér matrixsza kiegészitve M’ = [_3/5 4/5 , tehat B* = —3| = | =35 4/5] |0 [1].
4/5 —3/5
3/5  4/5

és ezt

Ebbsl B = [1][5 o][

felbontésa.

} = [1][5][4/5 —3/5] a B SVD-, illetve redukilt SVD-

i
0
0 0 2 1

S = O

= [1 0} Igy C szingularis értékei v/2 és 1, ¥ = [\{)5 0},

. C*C normaélt sajatvektorai a 2-hoz és 1-hez [(1)] és [1

0], és ezek merglegesek is,

igy M = [0 1} CM =

<= O

i
0 | , amelynek oszlopait normélva és kiegészitve ortonormélt bazissa
0

0 i 0] 0 i 0 V3 0
kapjuk az M’ = [1/v2 0 1/v2|. Ezzel C = M'S'M* = |1/v/2 0 1/v2|-| 0 1
iIVZ 0 iV Va0 —iva| [0 o
0
[0 1] a C' SVD-felbontasa és C = [ 1/v/2 0 [\65 ﬂ [g (1)

10 ] a C redukalt SVD-felbontéasa.
L i/V2 0

1 0 0
D*D = |0 5 —10| sajatértékei 25, 1 és 0, igy D szinguléris értékei 5 és 1. A D*D
0 —10 20
matrix sajatértékeihez tartozé normalt sajatvektorok ortonormalt bazist alkotnak C3-ben, és ebbdl
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0 1 0 01 0 0 1 0
M= |-1/v/5 0 2/V/5|. Ebb6l DM = | —/5 0 0|, és M' = |-1/v/5 0 2//5
2/vV/5 0 1/v5 -2V5 0 0 -2/v/5 0 —1//5
0 1 0] [5 0 0] [o —1/[ 2/f
A D matrix SVD-felbontasa: D= | —1/v/5 0 2/v/5[ [0 1 0 1 , 68 a
—2/v/5 0 —1/V/5| |0 0 0 2/[ 1/\f
0 1
redukalt SVD-felbontasa: D = | —1/v5 0 [g ﬂ [g 1/ \/g 2/ \ﬂ
—2/V/5 0
e 104 =720 L e . [-3/5 4/5 3
E*E = [_72 146] sajatértékei 200 és 50, normalt sajatvektorai: [ 4/5] [3/5} Ebbsl
_ [=3/5 4/5 _[-10 =57 . ., [-1/vV2 —1/V2 o
M = [ 4/5 3/5}, EM = 10 5 és M' = [_1/\/5 V| Az E méatrix SVD-
o [=1V2 12 [10v2 0 -3/5 4/5] . )
felbontasa: E = [_1/\/5 1/v/2 0 NG 4/5 3/5 , és ez egytttal redukalt SVD-

felbontés is.

. A 2. feladat mdtrizainak SVD- (vagy redukdlt SVD-) alakjdt felhaszndlva oldjuk meg a kévetkezd
feladatokat!

a) Irjuk fel D poldris felbontdsdt!

b) Adjuk meg az Ex = 0 legjobb kozelité megolddsdt az egységkiron!

¢) Hatdrozzuk meg A pszeudoinverzét!

d) Adjuk meg a D-t legjobban kizelitd 1 rangu mdtrizot!

1 0 0 1 0 0
Megoldds: a) D= (MY (M")*)(M'M*)=1(0 1 2|0 1 O
0 2 4 0 0 -1
) 4/5 T
b) Az M utols6 oszlopa: v = [3/5]. Erre |Ev| = |[-5 57| = 5v/2.

c) Az A = U'SU* = “?g} [2][1/v2 1/v/2] felbontast hasznalva At = US"YU')* =

e eiave ave= [V A

00 0
d) D (redukilt) SVD-felbontasabol: DM = | —1/4/5 | [5][0 —1/v/5 2/V/5]= |0 1 -2
—2//5 0 2 —4

A kozelités hibaja ||D — DM = 1.
5

—4

meg olyan pozitiv definit B mdtrizot, amelyre B> = A

Megoldds: A unitérrel diagonalizalhato, és az ebbdl kapott felbontas az A SVD-felbontasa, ha A

pozitiv szemidefinit (és ha a sajatértékeket fogyo sorrendben vettiik).

-1 1 9 0 -1 1
_ / * 1 . 1 . p
A=MX"M _\/5[ 11 o 11l 1 , és ebbdl

-1 1 3 0 -1 1 2 -1
— / * 1 . L =
pesmm 11 a1 -2 )
. Bizonyitsuk be, hogy ha U és V unitér, akkor ||[UA|| = ||A|| = ||AV ||, feltéve, hogy az UA és AV
szorzatok léteznek.

. Adjuk meg az A = [ _g] pozitiv definit mdtriz SVD-felbontdsdt, és ennek segitségével adjunk

Megoldds:  Ha A oszlopai vq,...,v,, akkor UA oszlopai Uvy,...,Uv,. Mivel U unitér,
skalarszorzattarto, és igy tavolsagtartod is (a vektor 6nmagaval vett skalarszorzata a hosszénak a
négyzete), tehat U A oszlopainak hossza megegyezik az U megfelels oszlopainak hosszéval. Tovabba,
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egy métrix norméja az oszlopai hossza négyzetdsszegének négyzetgyoke (3 |ai;|? = Y [vj]?), igy

i j
[|lUA|| = ||A]|l. A masik eset az els6b6l kovetkezik, ugyanis ||AV|| = ||(AV)*|| = [|[V*A*|| = ||A*]| =
[AT]-

. Legyen A € C"™*". Igazoljuk, hogy minden 1 hosszisigi v € R™ vektorra o,, < |Av| < o1, ahol
o1 > 09 > -+ az A szinguldris értékei (beleszamitva a 0-kat is).

Megoldds: Legyen A = M'Y'M* az A SVD-felbontasa, ahol ¥/ diagonalis elemei oy, ..., 0,. Legyen
w = M*v, ami szintén 1 hosszisagi, mivel M* unitér. Ekkor |[Av| = |[M'YM*v| = |M'Y'w| =

|Zw] = \/Z 01‘2|wi|2 < \/Z U%|wi|2 =01 /Z |w;|? = o1, és ugyanigy
7 i B

=] = \/Z o?wif? > \/z_ o2 lwil? = on [ [wil? = o,
% 3 i

. Legyen A = M'YM* = U'XU* az A SVD- és redukdlt SVD-felbontdsa. Ldssuk be, hogy
a) |[A(Mey,)| = on;

b) [|A— A(k)H = \/Z?:k-u ‘71;27'
c) At =Ux"1U")*.
Megoldds: a) |A(Me,,)| = |M'Y'M*Me,| = |M'Ye,| = |M'o,e,| = 0,|M'e,| = o, mert M’

unitér, és e, egységvektor.
b) AR = (MYE (YR (MK = M/(Z)F)M*, ahol (X')*)-t tgy kapjuk a X'-bél, hogy a

k. utani diagonalis elemei helyébe O-t irunk. Igy [|A — AW)|| = |[M'(Z — () EYM*|| = ||% —
()0 = Job, +... + 03
. Legyen B = [/?T 61 blokkmdtriz, ahol A € R™*"™. Milyen dsszefiiggés van A szinguldris értékei

és B sajdtértékei kozott?
Megoldds: Hasznaljuk AT helyett az altalanosabban érvényes A* jelolést! Legyen \ # 0 sajatértéke

B-nek. Ekkor van olyan [v‘;} vektor, amelyet a B A-szorosidba visz, mésrészt a B-vel vett képe
Aw
A*v

lenne, akkor Aw = \v miatt a sajatvektor mindkét része O lenne), tehat |\| szingularis érték (A2

egy pozitiv szemidefinit matrix sajatértéke, tehat nemnegativ valos szam, és igy A is valos).
Forditva, ha o szingularis érték, és A*Av = o%v, akkor w = 0 1 Av-re A*w = 0 1 A*Av =

}, tehat Aw = \v és A*v = \w. Ebbsl A*Aw = A*\v = \?>w (ahol w # 0, mert ha az

o lo?v = ov, tehat B [w] = [ /iv } = [aw]’ tovabba u = —o 1Av-re A*u = —0 'A*Av =
v A*w ov
—o0 lo?v = —ov, igy B [3} = [//11*‘:1} = [:03] Tehat B-nek o és —o is sajatértéke.

Osszesitve, B nem nulla sajatértékei éppen +o0 minden o szingularis értékre.



