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1 2 3
. Miaz |2 3 1| mdtrix legnagyobb szinguldris értéke?
3 1 2

Megoldds: Mivel a matrix szimmetrikus, szingularis értékei a sajatértékek abszolat értékei, a
legnagyobb szingularis értéke pedig a spektrilsugara. A legnagyobb és a legkisebb sordsszege is 6,
ezért a spektralsugara, aminek a ketts kozott kell lennie, szintén 6.

. Az alabbi mdtrizok kézil melyek lesznek irreducibilisek, illetve primitivek?
0 01 0 0 01 0 0 05 0 10 1 0 0 0 0 3
0 0 2 0 0 01 0 1 1 1 1 0 1 0 1 1 0 0 O
1 3 0 2 1 1 1 1 0 0 2 0 1 0 1 0 0 2 0 O
0 01 0 0 01 0 0 01 0 0 1 0 1 0 1 1 0

Megoldds: Az els6 méatrix grafjaban a 3 és az Gsszes tobbi csics kozott megy él mindkét irdnyban,
méshol viszont nem. Ebb&l kovetkezik, hogy a graf erGsen Osszefiiggd (mindenhonnan mindenhova
el lehet jutni a 3-en keresztiil), viszont nem primitiv, mert a korok hosszanak legnagyobb kozos
osztoja 2 (igy a paratlanadik hatvanyok atlojaban mindig 0-k vannak).

A masodik is irreducibilis, mert az elss, irreducibilis matrix grafja egy éllel még béviilt is itt,
de emellett primitiv is, mivel irreducibilis, és a grafjaban van hurokél.

A harmadik reducibilis, mert a 2-es csucsba nem megy kiviillrél él, tehat a {2}, {1,3,4}
sorrendben irva a méatrix bazisat, felsé blokkhiromszégmatrixot kapunk. Mivel nem irrreducibilis,
ezért primitiv sem lehet.

A negyedik grafjaban a {1,3} és {2,4} halmaz k6z6tt nem megy él, igy a matrix nem irre-
ducibilis, és ezért nem is primitiv.

Az 6t6dik matrix grafja egy 4 hosszt kor: 1 — 4 — 3 — 2 — 1, és még egy él 4-bél 2-be. Ebbsl
nyilvan kovetkezik, hogy mindenhonnan mindenhova el lehet jutni, tehat a méatrix irreducibilis. A
grafban az iranyitott korok hosszanak legnagyobb kozos osztoja 1 (van 4 és 3 hosszu iranyitott kor
is), és ebbdl az irreducibilitas mellett kovetkezik, hogy a matrix primitiv.

. Bizonyitsuk be, hogy eqy A > 0 irreducibilis mdtriz minden nemnegativ sajdtvektora pozitiv.

Megoldds: Legyen 0 # v > 0, amelyre Av = \v valamely A-ra. Minthogy A > 0, Av > 0,
tehat A valos és > 0. Most tekintsiik az A 4+ I méatrixot. Erre (A 4+ I)v = Av+v = (A + 1)v,
kovetkezésképpen (A+1)"v = (A+1)"v. A irreducibilitdsa miatt (A+1)" > 0, tehat (A+1)"v > 0,
s mivel A + 1 > 0, ebbdl v > 0 kovetkezik.

. Igazoljuk, hogy ha A irreducibilis mdtriz, akkor AT is irreducibilis.
Megoldds: Ha A irreducibilis, akkor (A+1)" > 0 (ahol A € R™*"), ezért (AT+1)" = (A+1)™)T >
0, tehat AT is irreducibilis.

. Mikor lesz egqy permutdciomdtriz irreducibilis?

Megoldds: Minden permutécié felirhat6é diszjunkt ciklusok unidjaként. Ha egynél tobb ciklusbol
all, akkor a maétrix grafja tobb diszjunkt, iranyitott kor unidja, igy a matrix irreducibilis. Ha
viszont a permutécio egy n hosszusaga ciklus (ahol a méatrix n x n-es), akkor a grafja egy n hosszu
irdnyitott kor, és ebben minden cstcsbél minden cstucsba el lehet jutni, tehat a matrix irreducibilis.

. Igazoljuk, hogy ha egy A szimmetrikus mdtriz reducibilis, akkor valamely P permutdcidmdtrizra
P~ AP blokkdiagondlis alakui!

Megoldds: Ha a métrix reducibilis, akkor van olyan P permuticiémétrix, amelyre P~'AP fels
blokkh4romszdgmatrix. Minden permuticiémétrix ortogonalis, igy PT = P~!, és P 1AP =
PTAP. Viszont ha A szimmetrikus, akkor PTAP is az ((PTAP)T = PTATPIT = PTAP),
és egy szimmetrikus blokkharomszogmatrix sziikségképpen blokkdiagonAilis.

. Legyen A € R™*" szimmetrikus, nemnegativ mdtriz. Igazoljuk, hogy A akkor és csak akkor primitiv,
ha A? irreducibilis!

Megoldds: Ha A primitiv, akkor van olyan k > 0, hogy A* > 0, s6t minden ennél nagyobb hatvanya
is pozitiv az A matrixnak. Ebbsl kévetkezik, hogy A%-nek is pozitivak lesznek a nagy hatvényai,
igy A2 is irreducibilis (s6t primitiv).

Most tegyiik fel, hogy A? irreducibilis. Mivel A szimmetrikus, A2 = AA” 4tlojaban az A
sorainak a skalarnégyzetei allnak. A-nak nem lehet 0 sora, mert akkor az a sor A2-ben is 0 lenne,
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vagyis A? reducibilis volna. Tehat A% 4tlojaban csupa pozitiv elem van. Viszont akkor amellett,
hogy A? irredubilis, az is igaz, hogy A? grafjaAban vannak hurokélek, igy A? sziikségképpen primitiv,
és akkor A is az.

. Tegyiik fol, hogy A irreducibilis, de nem primitiv. Igazoljuk, hogy ekkor A-nak valamely hatvinya

reducibilis! Mutassunk példdt ilyen mdtrizra!

Megoldds: Mivel A irreducibilis, a grafjaban van 1-bél 1-be vezets tt, azaz van olyan k, hogy A*
bal f51s6 eleme pozitiv. Ha A* irreducibilis lenne, akkor ebbsl mar a primitivitasa is kovetkezne,
és akkor A is primitiv volna. Tehat A reducibilis.

A miésodik feladat els6 matrixa irreducibilis, de a négyzete reducibilis: a grafjdban a 3-hoz se
bemend, se kimend él nincs.

. Egy bolha ugrdl a szdmegyenes 1, 2, 3 €s 4 pontjain. Minden mdsodpercben ugrik egyet; ha az 1-esen

vagy a 4-esen van, akkor % valoszinidséggel 1 tdvolsdgra, % valdszinidséggel 2 tdvolsdgra ugrik befelé,
ha a 2-esen vagy a 3-ason, akkor valamelyik szomszédos szdamra ugrik, %—% valdszintdséggel. Ha
véletlenszeriden rdahelyezziik az egyik pontra, hova tart a bolha helyzetének valdszintdségeloszldsa?
Megoldds: Az adott allapotokbdl az adott allapotokba valé Atmenet valoszintiségeit az A =
0 1/2 0 0
2/3 0 1/2 1/3
1/3 1/2 0 2/3
0 0 1/2 0

primitiv matrix adja meg. A spektralsugara 1 (az Osszes oszlopdsszeg

1
1, mert A sztochasztikus), és az 1-hez tartozo sajatvektorok ¢ - ; alaktak. Ha az AFv, sorozat
1
v kiindulé vektora egy valoszintiségeloszlas, azaz a vektor elemeinek Osszege 1, akkor a hatarérték
1/6
. ) ‘s . 2/6 .
is az, tehat a sajatvektorok koziil az 2/6 vektort kapjuk.
1/6

Foglaljuk tdbldzatba, hogy a nemnegativ, irreducibilis, primitiv, illetve pozitiv mdtrizokra igazak-e
az aldbbi dllitdsok:
a) p(A) sajdatérték nemnegativ sajdtvektorral;
b) p(A) sajatérték pozitiv sajdatvektorral;
c) p(A) egyszeres gyoke a karakterisztikus polinomnak;
d) p(A) nagyobb minden mds sajdtérték abszolit értékénél;
e) p(A)-n kivil mds sajdtértékhez nem tartozik nemnegativ sajdtvektor.
Amelyik nem teljesil, ahhoz adjunk ellenpélddt!

Megoldds: A >0 | A primitiv | A irred. A>0
a) p(A)-hoz 3v >0 igen igen igen igen
: . : (2 0]
b) p(A)-hoz I v >0 igen igen igen 0 1
.. . . . 1 0]
c) p(A) egyszeres gyok igen igen igen 11
d) p(A) > |A| VA # p(A)-ra | igen igen 01 01
1 0] ||t o
. : . (2 0]
e) A # p(A)-hoz 2v >0 igen igen igen 0 1




