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LINEARIS ALGEBRA ES ALKALMAZASAI
Lukacs Erzsébet, 2015

Hasznaljuk, de nem ismételjiik:
Gauss-modszer linearis egyenletrendszerek megoldéasara
matrixmiveletek (invertalas is)
determinins

Roviden ismételjiik:
vektorterek, linearis leképezések és matrixaik,
sajatértékek, sajatvektorok, diagonalizalas

Feladat: Egy kerek asztal koriil n ember iil, mindenki elGtt egy tizforintos, és a kovetkezs
jatékot jatsszak. Vezényszora mindenki megnézi a jobb szomszédja el6tti érmét, és ha az
fejet mutat, akkor megforditja a sajat tizforintosat. Ezt addig ismétlik, amig mindegyik
pénzérme irdst nem mutat. Milyen n-ekre igaz, hogy a pénzérmék tetszdéleges kezdeti allasa
esetén véget ér a jaték?

Vektorterek
Pl. R™, R™*™, R[z], C[z], C[0, 1], stb.

K test folotti vektortér V
vektorok: u,v,... €V,
skalarok: z,y,a,8,...,\,... € K,
miveletek: u4+veV, AveV,
axiomak: 40, 4 — v, miiveleti azonossigok.
K lehet R, C, vagy C més részteste, vagy véges testek, pl. p primre
F,={0,1,...,p—1}, +,- modulo p.
Fontos: itt a + ...+ a=na =0, hap|n,
(a4 B)P = aP 4+ 5P (binom. tételbdl)

altér: zart a miiveletekre, # (), jele: W <V, W altere V-nek
pl. R? alterei: origon 4tmend pont, egyenes, sik, R>
R[z] > R[z]<p: < n-edfoki polinomok.

generalt altér: a legsziikebb altér, ami tartalmazza az adott részhalmazt
= a részhalmazt tartalmazo alterek metszete
= a részhalmazbol alkotott linearis kombinaciok halmaza:
{>_\ivi|v; € részhalmaz, \; € K }

generatorrendszer: ami generilja az egész teret: V vektor elGallithatd beldle

linearisan fiiggetlen rendszer: > \;b; = 0 = \; = 0Vi, azaz
ami elGallithato belGle, az csak egyféleképpen

bazis: generatorrendszer és fiiggetlen
= maximalis fiiggetlen rendszer (nem bdvithetd)
= minimalis generatorrendszer (nem sziikithetd)
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V fiiggetlen rendszer kiegészithets bazissa, V generatorrendszer lesziikitheté bazissé

dimenzid egy bazis elemszama (egyértelmii!)
Csak véges dimenzids vektorterekkel foglalkozunk.

n-dimenzio6s térre ekvivalens:
(i) B bazis
(i3) |B| =n, és B fiiggetlen
(1ii) |B| = n, és B generatorrendszer.

2%2 . . 1 0 0 1 0 0 0 0 , . .
PL R egybaz1sa{[0 O]’[O O]’[l O]’[O 1] },(CRegybamsa{l,z}.

n-dimenzios térben B bazisra minden vektor egyértelmien irhato ) z;b; alakban —
koordinatazas: v = > z;b;-re a v koordinatavektora

T
vig=| : = (z1,...,2,)7

T
Pl. R%ben B = {(1,1),(—1,1) }-re [(2,1)]5 =?
Mo.:

3b,
b
b2 1 (2,1)

eul= | *7,)

rang (vektorrendszeré): a generalt altér dimenzioja.
kiszamitasa Gauss-modszerrel:

a lépcsos alak #£0
sorainak (vezérelemeinek)

szama

N7

a vektorok

matrix rangja: az oszloptér dimenzidja
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= a sortér dimenzidja

linearis leképezés: f:V — W (V és W K {616tti vektorterek), amelyre
fla+v)=f(u)+ f(v)

FOAV) =Af(v)
Pl. R? 0-t helybenhagyo egybevagosagai, R[z]-ben a derivalas.

linearis transzformacié: linearis leképezés, ahol V =W
linearis leképezés matrixa:
fv-w
bazisuk: B C

Olyan A matrix kell, amelyre f : v — w esetén A - [v]|g = [w]c.
Ilyen 3! a B, C-hez:

A=[flse=[[f®BDle | o | Fbolk]

linearis transzformacié matrixa: altalaban C = B
[fls == [f]B,B
Pl Irjuk fel Cp-ben a z — Zz matrixat az {1,4}, illetve a {i,1+ i } béazisban!

1 0] . -1 -2
Mo.: [O _J,llletve[ 0 1}.

képtér: Imf={f(v)|veV}<W

magtér: Ker f={veV|f(v)=0} <V Imf
Kerf{

v w

f injektiv, ha Ker f ={0} =:0
f sziirjektiv, ha Im f =W
f izomorfizmus, ha f injektiv és sziirjektiv.

Dimenziététel. Legyen dimV =n, f: V — W linearis. Ekkor

A
Kerf x 0} "

\%4 w

dimKer f +dimIm f =n

Kov.: f:V =V, dimV = n esetén
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fizo & f inj. & f sziirj.

Pl. a koordinatazas izomorfizmus: |B| = n esetén
V= K"

v = [V]s

ElGirhatosagi tétel: Béazison tetszGlegesen elGirhatjuk, és ezzel egyértelmiien meg is
hatarozzuk a linaris leképezést.

linearis leképezés rangja: rang f = dimIm f = rang[f|g ¢ tetsz6leges B,C bazisparra
dimV =n, f:V — V esetén f izomorfizmus < rang f = n.

Matrixmiiveletek és leképezések:

f g
gle,p - [fls,c = [g° flBp, abol (go f)v:=g(f(v)) O%O% O
B C D
RN
(flB.c + [9l,c = [f +glB.c, abol (f + g)(v) := f(v) + g(v) ?
V.4 -

Allitas. A, B mdtrizokra
1) rang(AB) < min { rang A, rang B }
2) |rang A —rang B| < rang(A + B) < rang A 4 rang B

Bizonyitds. A matrixokhoz tartozo linearis leképezésekkel. Ld. az 1. feladatsorban.

Egy alkalmazas: Fischer-egyenlGtlenség

Tétel. Legyenek Cy,...,Cr C {1,...,n} kilonbozdk, és tegyiik fel, hogy valamely
A>0-ra |C;NCj| =X (Vi#j). Ekkor k <n.

Bizonyitds. 1. eset: Ji: |C;| = A. Ekkor:
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SN S)

2. eset: Vi |Ci| = A+ a;, a; > 0. X <{1,...,n} karakterisztikus vektora n-dimenzios 0-
1-vektor, (z1,...,z,),ahol x; =1 i€ X. Az M € R**™ matrix i. sora a C; halmazhoz
tartozo karakterisztikus vektor. Ekkor

A+ aq A AL A
T A Adaxs A ... A
A=MM" = _ _ ,ul. x-y=[XNY|
At andy

Tudjuk: rang A < rang M < n.
Belatjuk: |A| # 0, tehat rang A = k.

1 1 1 1 1 1 1 1
0 A +ay A A —XA a; O 0
A = 0 A A+ as A =X 0 a9 0] —
0 A A+ an, (k1) x (k+1) -2 0 0 ... ay
I+2+...+2 1 1 1
0 a1 0 . 0 A\ A\
0 0 a ... O :(1+_+.‘.+_>.a1....an>07
. . ai G
0 0 O G,

mert A\, a1,...,a, > 0. O



