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Mátrixrang ekvivalens leírásai

A ∈ Km×n
-re ekvivalens:

(i) rangA = r;
(ii) x 7→ Ax rangja r;
(iii) A oszloptere r-dimenziós;

(iv) A sortere r-dimenziós;

(v) A lép
s®s alakjában r db 6= 0 sor van (azaz r db vezérelem van);

(vi) A-ban a legnagyobb méret¶ 6= 0 aldetermináns r × r-es.

Invertálhatóság

A ∈ Kn×n
-re ekvivalens:

(i) A invertálható;

(ii) f : Kn → Kn
, f : x 7→ Ax izomor�zmus;

(iii) |A| 6= 0;
(iv) A redukált lép
s®s alakja I;
(v) rangA = n;
(vi) minden Ax = b egyenletrendszernek van megoldása;

(vii) az Ax = 0 egyenletrendszernek 
sak triviális megoldása van.

Az inverz kiszámítása Gauss-módszerrel:

[A|I] 7→7→7→ [I|A−1].

Polinominterpolá
ió

©B K test, a0, . . . , an, b0, . . . , bn ∈ K, a0, . . . , an különböz®k⇒ ∃!p(x) ∈ K[x]≤n: p(ai) = bi
∀i.

Bizonyítás. f : K[x]≤n → Kn+1
, f : p(x) 7→







p(a0)
.

.

.

p(an)






lineáris leképezés. Ker f = 0, ui. ha

p(x) ∈ Ker f ⇒ p(a0) = · · · = p(an) = 0 ⇒ p(x) = (x− a0) · · · (x− an)q(x), de deg p ≤ n,
így p(x) = 0. dimKer f + dim Im f = dimK[x]≤n = n+ 1 miatt dim Im f = n+ 1, azaz f
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szürjektív, és Ker f = 0 miatt injektív is, vagyis f izomor�zmus. Ez pontosan azt jelenti,

hogy minden b =





b0
.

.

.

bn





-hez pontosan egy p(x) ∈ K[x]≤n van, amelyre f(p(x)) = b. ⊓⊔

Newton-féle interpolá
ió (ld. még: Lagrange-féle) Adott a0, . . . , an, b0, . . . , bn-hez
legyen pi(x) ∈ K[x]≤i olyan, ami a0, . . . , ai-ben jó. p0(x) ≡ b0. Ha pi megvan, akkor

pi+1(x) = pi(x) + A · (x− a0) · · · (x− ai)

szintén jó ai-ig tetsz®leges A ∈ K-ra, ráadásul deg pi+1(x) ≤ i + 1. Továbbá A
megválasztható úgy, hogy pi+1(ai+1) = bi+1 (ha behelyettesítjük ai+1-et, akkor A
együtthatója nem 0, mivel az aj-k különböz®k). Tehát megfelel® pn(x) is létezik.

Megjegyzés: A Newton-féle interpolá
ióval könny¶ javítani az interpolá
iót a már

meglev® interpolá
iós polinom helyett, ha még néhány pontbeli értéket megtudunk.

Shamir-féle titokmegosztás

n ember között úgy akarjuk megosztani egy titok (legyen ez egy c természetes számban

elkódolva) részleteit, hogy közülük bármely k ember együtt kitalálhassa a titkot, de ha


sak k − 1 ember osztja meg egymással az informá
iót, ®k ne tudhassanak meg semmit a

titokról.

Megoldás: Legyen p > c prím, q(x) ∈ Fp[x]<k, amelyre q(0) = c (azaz c a konstans

tag). Az i. ember a q(i) ∈ Fp értéket kapja meg (i = 1, . . . , n). Ekkor k ember együtt k
helyettesítési értéket tud, ami az interpolá
iós tétel szerint egyértelm¶en meghatározza a

polinomot. De k − 1 embernek adott helyettesítési érték mellett q(0) még akármi lehet,

akkor is van hozzá interpoláló, k-nál kisebb fokú polinom.

Kérdés: Miért Fp? Miért nem Z[x] fölötti polinommal dolgozunk? Erre nem igaz, hogy

k−1 helyettesítési érték mellett p(0) bármi lehet: esetleg 
sak Q fölötti interpoláló polinom

létezik, de Z fölötti nem.

Áttérés másik bázisra

Legyen B = {b1, . . . ,bn } és B′ = {b′
1, . . . ,b

′
n } a V két bázisa. P :=

[

[b′
1]B

∣

∣ . . .
∣

∣[b′
n]B

]

az áttérés mátrixa, ezzel

[v]B = P [v]B′
, azaz P = [id]B′,B, és

P−1[v]B = [v]B′
.

Pl. (az els® el®adás koordinátázós példája) B = {(1, 0), (0, 1) } az R
2
eredeti bázisa (a

standard bázis), B′ = {(1, 1), (−1, 1) }. Számítsuk ki a [(2, 1)]B′
koordinátavektort!

Az áttérés mátrixa P =

[

1 −1
1 1

]

.

[P |I] =

[

1 −1 | 1 0
1 1 | 0 1

]

7→

[

1 −1 | 1 0
0 2 | −1 1

]

7→

[

1 0 | 1

2

1

2

0 1 | −1

2

1

2

]

= [I|P−1].

[(2, 1)]B′ = P−1

[

2
1

]

=

[

3/2
−1/2

]
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Lineáris leképezés új bázispárban

(B, C)-r®l (B′, C′)-re való áttérés (az áttérés mátrixa P , illetve Q), [f ]B,C = A, [f ]B′,C′ = A′
.

Ekkor A′ = Q−1AP :

[f(v)]C′

Q−1

←−[f(v)]C
A
←−[v]B

P
←−[v]B′

Lineáris transzformá
ió új bázisban

B, B′ bázisai V -nek, f : V → V , [f ]B = A, [f ]B′ = A′
, P az áttérés mátrixa.

Ekkor A′ = P−1AP .

Pl. (az els® el®adásból) z → z a standard B = { 1, i } bázisban A =

[

1 0
0 −1

]

. Írjuk fel a

mátrixot a B′ = { i, 1 + i } bázisban is!

Az áttérés mátrixa P =

[

0 1
1 1

]

. P−1 =

[

−1 1
1 0

]

, és a transzformá
ió mátrixa B′-re

nézve A′ = P−1AP =

[

−1 −2
0 1

]

.

Def. A,B ∈ Kn×n
hasonlók (jele: A ∼ B), ha ∃P invertálható, amelyre B = P−1AP .

Másképpen: A és B ugyanannak a transzformá
iónak a mátrixai két bázisban (P oszlopai

adják meg az új bázist a régi szerint koordinátázva).

Def. v ∈ VK az f : V → V lineáris transzformá
ió sajátvektora, ha v 6= 0, és van olyan

λ ∈ K, amelyre f(v) = λv, azaz f(v) párhuzamos v-vel (beleértve az f(v) = 0 esetet

is). Ekkor λ a v-hez tartozó sajátérték. f spektruma a sajátértékeinek a halmaza. A

λ sajátértékhez tartozó sajátaltér Vλ = {v ∈ V | f(v) = λv }.

Pl. Egy origón átmen® síkra való mer®leges vetítés sajátvektorai a sík 6= 0 vektorai (1
sajátértékkel), és a síkra mer®leges 6= 0 vektorok (0 sajátértékkel).

Def. Egy A ∈ Kn×n
mátrix sajátvektorai, sajátértékei és spektruma az x 7→ Ax

transzformá
ió sajátvektorai, sajátértékei, illetve spektruma.

Diagonalizálás (spektrálfelbontás)

A ∈ Kn×n
, f : Kn → Kn

, f : x 7→ Ax. Ha ∃ az f sajátvektoraiból álló bázis: B =
{b1, . . . ,bn }, λ1, . . . , λn sajátértékekkel, akkor

[f ]B =













λ1 0 0 . . . 0
0 λ2 0 . . . 0

0 0
.

.

. . . . 0
0 0 . . . λn−1 0
0 0 0 . . . λn













= D

diagonális mátrix, és P = [b1| . . .bn]-re D = P−1AP , azaz A = PDP−1
az A

spektrálfelbontása.
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Def. A ∈ Kn×n
diagonalizálható, ha ∃P invertálható, amelyre P−1AP diagonális, azaz

∃ A sajátvektoraiból álló bázis Kn
-ben.

Diagonalizálható mátrix hatványozása

Ha A = PDP−1
, akkor Ak = (PDP−1)(PDP−1) · · · (PDP−1) = PDkP−1

, és diagonális

mátrix hatványát megkapjuk úgy, hogy az átlós elemeit hatványozzuk.

Sajátértékek és sajátvektorok kiszámítása

∃v 6= 0 : Av = λv ⇔

∃v 6= 0 : (A− λI)v = 0 ⇔

|A− λI| = 0

Karakterisztikus polinom

Def. A karakterisztikus polinomja

kA(x) =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a11 − x a12 . . . a1n
a21 a22 − x . . . a2n

.

.

.

an1 an2 . . . ann − x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

A karakterisztikus polinom tulajdonságai:

� kA(x) gyökei az A sajátértékei

� kA(x) = (−1)nxn + (−1)n−1(trA)xn−1 + . . .+ |A|, ahol trA = a11 + . . .+ ann az A
mátrix nyoma

� Ha kA(x) lineáris faktorokra bontható: kA(x) = (−1)n(x− λ1) . . . (x−λn) (λi-k az A
sajátértékei multipli
itással), akkor trA = λ1 + . . .+ λn és |A| = λ1 · · ·λn.

� A ∼ B ⇒ kA(x) = kB(x),
ui. |P−1AP − xI| = |P−1AP − xP−1IP | = |P−1(A− xI)P | = |P |−1 · |A− xI| · |P | =
|A− xI|.

Pl.

A =

[

1 2
0 2

]

|A− xI| =

∣

∣

∣

∣

1− x 2
0 2− x

∣

∣

∣

∣

= (x− 1)(x− 2)
s.é.: λ = 1, 2
Mindegyikhez van s.vektor,

függetlenek ⇒
∃ bel®lük bázis ⇒
A diagonalizálható

B =

[

0 −1
1 0

]

|B − xI| = x2 + 1
nin
s valós gyök ⇒
B nem diag.-ható R fölött

(de C fölött igen)

C =

[

1 1
0 1

]

|C − xI| = (x− 1)2

s.é. λ = 1
(C − 1 · I)v = 0, v =?
[

0 1 | 0
0 0 | 0

]

⇒ v =

[

t
0

]

Nin
s két ftln s.vektor ⇒
C nem diag.-ható

(C fölött sem)


