Alkalmazott algebra 2. eladas

Matrixrang ekvivalens leirasai

A € K™*"-re ekvivalens:
(i) rang A = r;
(77) x — Ax rangja r;
(7i1) A oszloptere r-dimenzios;
(iv) A sortere r-dimenzios;
(v) A lépcsss alakjaban r db # 0 sor van (azaz r db vezérelem van);
(vi) A-ban a legnagyobb méretii # 0 aldeterminans r x r-es.

Invertalhat6sag

A € K™"*"_re ekvivalens:
(i) A invertalhato;

(ii) f: K™ — K", f:x+— Ax izomorfizmus;
(iii) |A] £0;
(iv) A redukalt lépcsss alakja I;

Az inverz kiszamitasa Gauss-modszerrel:
[A|T] —+— [I|A7Y.

Polinominterpolacié

2015 6sz

K test, ag, ..., an,bo, ..., by, € K, ag,...,a, kilonbozsk = Ilp(z) € K[z]<,: pla;) = b;
Vi.
/
P(x)
P,(x)

bl__

By P

bz-- /\J

a, a,aq, !

p(ao)
Bizonyitds. f: K[x]<, — K", f:p(z) — linearis leképezés. Ker f = 0, ui. ha
plan)
p(z) € Ker f = p(ag) = -+ =plan) =0 = p(x) = (x — ao) - - (x — ay)q(x), de degp < n,
igy p(z) = 0. dimKer f + dimIm f = dim K[z|<, = n+ 1 miatt dimIm f = n + 1, azaz f
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sziirjektiv, és Ker f = 0 miatt injektiv is, vagyis f izomorfizmus. Ez pontosan azt jelenti,
bo

hogy minden b = | : [-hez pontosan egy p(z) € K[z]|<, van, amelyre f(p(z)) =b. O
br,

Newton-féle interpolacié (ld. még: Lagrange-féle) Adott ag,...,an,bo, ..., b,-hez
legyen p;(x) € K[z]|<; olyan, ami a, ..., a;-ben jo. po(z) = by. Ha p; megvan, akkor

Pis1(e) = pi(z) + A+ (z — ag) -+ (z — a5)
szintén jO a;-ig tetszéleges A € K-ra, rdadasul degp;+1(x) < i+ 1. Tovabba A
megvalaszthatoé gy, hogy pit1(ai+1) = biy1 (ha behelyettesitjiikk a;q1-et, akkor A
egyiitthatoja nem 0, mivel az a;-k kiilonboz6k). Tehat megfelels p,, (x) is létezik.

Megjegyzés: A Newton-féle interpolacidoval kénnyti javitani az interpolaciét a méar
meglevs interpolacids polinom helyett, ha még néhdny pontbeli értéket megtudunk.

Shamir-féle titokmegosztas

n ember kozott gy akarjuk megosztani egy titok (legyen ez egy c¢ természetes szdmban
elkodolva) részleteit, hogy koziiliikk barmely k& ember egyiitt kitalalhassa a titkot, de ha
csak £k — 1 ember osztja meg egyméssal az informéaciot, 6k ne tudhassanak meg semmit a
titokrol.

Megoldas: Legyen p > ¢ prim, g(z) € Fp[z]<, amelyre ¢(0) = ¢ (azaz ¢ a konstans
tag). Az i. ember a ¢(i) € F, értéket kapja meg (i = 1,...,n). Ekkor k£ ember egyiitt k
helyettesitési értéket tud, ami az interpolacios tétel szerint egyértelmtien meghatarozza a
polinomot. De k — 1 embernek adott helyettesitési érték mellett ¢(0) még akadrmi lehet,
akkor is van hozzé interpolald, k-nal kisebb fokt polinom.

Kérdés: Miért F,? Miért nem Z[z| f6l6tti polinommal dolgozunk? Erre nem igaz, hogy
k—1 helyettesitési érték mellett p(0) barmi lehet: esetleg csak Q {616tti interpolalod polinom
létezik, de Z f6lotti nem.

Attérés masik bazisra
Legyen B = {by,...,b, } és B’ = {b},...,b},} a V két bazisa. P := [[bl]s|...|[bL]s]
az attérés matrixa, ezzel

[v]g = P|v]p/, azaz P = [id]|p 3, és

P_l[V]B = [V]B/.

Pl. (az elsG el6adas koordinatazos példaja) B = {(1,0),(0,1)} az R? eredeti bazisa (a
standard bazis), B’ = {(1,1),(—1,1) }. Szamitsuk ki a [(2,1)]g koordinatavektort!

Az attérés matrixa P = i _1
[t -1 ] 10 1 -1 ] 10 1o | 3 1 oo
[P|[]_{1 1] o0 1}Hlo 2 | -1 1}H[o RIS S ol el

o[-
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Linearis leképezés j bazisparban
(B,C)-r6l (B, C")-re valo attérés (az attérés matrixa P, illetve Q), [f]s.c = A, [flp.co = A'.

Ekkor A’ = Q~1AP:

FW)le E[F(V)]e <[] < [v]s

Linearis transzformacié Gj bazisban

B, B’ bazisai V-nek, f: V =V, [flg = A, [f]lg = A’, P az attérés méatrixa.
Ekkor A’ = P~1AP.

1

Pl. (az elsG elsadasbol) z — z a standard B = { 1,7} béazisban A = [0

0] frjuk fel a
“1
méatrixot a B/ = {i,1 + i} bazisban is!

. 1 -1 1 . .
Az Attérés matrixa P = [(1) 1]. Pl = [ 1 O}’ és a transzformécié matrixa B'-re

-1 =2
. ! —1 _
nézve A’ = P AP—{ 0 1].

Def. A, B € K™*" hasonlék (jele: A ~ B), ha 3P invertalhato, amelyre B = P~1AP.
Masképpen: A és B ugyanannak a transzforméacionak a matrixai két bazisban (P oszlopai
adjak meg az 1j bazist a régi szerint koordinatazva).

Def. v € Vi az f: V — V lineéris transzformécié sajatvektora, ha v # 0, és van olyan
A € K, amelyre f(v) = Av, azaz f(v) parhuzamos v-vel (beleértve az f(v) = 0 esetet
is). Ekkor X\ a v-hez tartozo sajatérték. f spektruma a sajatértékeinek a halmaza. A
A sajatértékhez tartozo sajataltér Vy = {v e V| f(v) = v }.

Pl. Egy origon atmend sikra valdé merdleges vetités sajatvektorai a sik # 0 vektorai (1
sajatertékkel), és a sikra merdleges # 0 vektorok (0 sajatértékkel).

Def. Egy A € K"*" matrix sajatvektorai, sajatértékei és spektruma az x — Ax
transzformécio sajatvektorai, sajatértékei, illetve spektruma.

Diagonalizalas (spektralfelbontas)

Ae KM f: K" - K" f:x+— Ax. Ha 3 az f sajatvektoraibol allo6 bazis: B =
{by,....,by }, A1,..., A\, sajatértékekkel, akkor

MO0 0

0 X O 0
fls=10 o . ... o0|=D

0 0 ... A\.q O

0 0 0 ... X\,

diagonalis métrix, és P = [by|...b,)J-te D = P 1AP, azaz A = PDP™! az A
spektralfelbontasa.
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Def. A € K™*" diagonalizalhaté, ha 3P invertalhato, amelyre P~! AP diagonalis, azaz
3 A sajatvektoraibol allo bazis K™-ben.

Diagonalizalhaté matrix hatvanyozasa

Ha A = PDP~!, akkor A¥ = (PDP~1)(PDP~1)...(PDP~') = PD*P~! &s diagonilis
matrix hatvanyat megkapjuk tgy, hogy az atlos elemeit hatvanyozzuk.
Sajatértékek és sajatvektorok kiszamitasa
Fv#0: Av=)v &
Iv#£0: (A-AN)v=0 <
|[A—=X|=0
Karakterisztikus polinom

Def. A karakterisztikus polinomja

aij]p] — & a12 v A1n
a1 agso — T ... aon,
ka(z) =
an1 an2 ce.e Apnp — X

A karakterisztikus polinom tulajdonsagai:

— ka(x) gyokei az A sajatértékei

— ka(z) = (D)2 + (=) L(tr A)a" 1 + ...+ |A|, ahol tr A = a1 + ... + ap, az A
matrix nyoma

— Ha k() linearis faktorokra bonthato: ka(z) = (—=1)"(x — A1) ...(z—A,) (Ni-k az A
sajatertékei multiplicitassal), akkor tr A = Ay + ...+ A, 68 [A| = A1+ -+ Ay,

~ A~ B =ku(z)=kp(z),
ui. |[P~1AP —zI| = |P~1AP — 2P~'IP| = |P~Y(A— 2I)P| = |P|"' -|A — 21| - |P| =

|A —zI|.
T 0 -1 11
=0 3] o-[1 ) o[ 1]
‘A_ﬂ|:'1—x 2 |B—zxI|=2%+1 |C — xI| = (v —1)?

0 2—zx nincs valos gyok = s.. A=1
=(x—1)(z—-2) B nem diag.-hato R folott  (C—1-1)v=0, v ="
s.: A=1,2 (de C f515tt igen) {0 1| 0} v [t]
Mindegyikhez van s.vektor, 0 0 | O |0
fiiggetlenek = Nincs két ftln s.vektor =
3 belgliik bazis = C nem diag.-hato

A diagonalizalhato (C folott sem)



