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Minimaélpolinom
Def. Ae K™ p(x) =co+crz+---+cpa™ € Klz|-re p(A) :=col +c1 A+ -+ A™.

Allitas. A € K"*"-hez 30 # p(x) € K[z], amelyre p(A) = 0 (ahol 0 a csupa nullabol allo
mAatrix).

Bizonyitds. 1,A,A2,... A" € K"*" de dim K™*" = n? = ezek linearisan Osszefiiggdk
= dcg,...,cp2 nem mind 0: col + 1A+ ...+ ¢,2A™ =0. O

Cayley—Hamilton-tétel. k4(A) = 0.
Nem biz.

Def. ma(z) € Klx] az A € K™*™ matrix minimélpolinomja az a minimaélis foka, 1
fGegyiitthatos polinom, amelyre ma(A) = 0. (A Cayley-Hamilton-tételbsl kovetkezik,
hogy degma(z) < n.)

Megjegyzés. Bovebb test folott is ugyanaz a minimalpolinom, tehat pl. A € R™*"
minimélpolinomja ugyanaz R és C f6l6tt, mert ¢g +c1A + - - - 4+ ¢, A™ = 0 lineéris egyen-
letrendszer a c;-kre, és ha az egyiitthatok K-beliek, és egy bévebb test f6lott van nem
trivialis megoldas, akkor a Gauss-modszer miatt K f6lott is van.

Allitas. p(z) € K[z]-re p(A) = 0 < ma(z)|p(x), azaz 3 q(x) € K[z], hogy p(z) =
ma(z)q(z).

Bizonyitds. <: p(A) =ma(A)q(A) =0g(A) =0

=: Maradékos osztassal: p(z) = m(x)q(z) + r(z), ahol degr(x) < degm(z). De 0 =
p(A) = m(A)q(A) + r(A) = 0 q(A) +r(A) = r(A) és degm(zr) minimalitisa miatt
r(z)=0. O

Allitas. ma(z)-nek gydke az A minden sajatértéke (b&vebb test f616tt is).
Bizonyitds. Legyen v sajatvektor A sajatértékkel.

Av =\v
Alv =A(\V) = MV = \?v

Afv =)\Fy
p(A)v =p(M)v Vp(z) € Klz]
0=ma(A)v=ma(\)Vv
ma(A) =0, mert v # 0.

O

Kévetkezmény. A € C""re ka(z) = (—=1)"(z — M) -+ (x — Ag)®, ahol A\j,..., A\
kiilonbozk = ma(z) = (z — A)? - - (z — A\g)%, ahol 1 < b; < a; Vi.



Alkalmazott algebra 3. el6adas/2 2015 6sz

0 O

1 0| matrix karakterisztikus és minimalpolinomjat!
0 2

Megoldés: ka(x) = |A — zI| = —(x — 1)?(z — 2), tehat ma(x) csak (z — 1)(z — 2) vagy
(x — 1)%(x — 2) lehet. Ellendrizziik, hogy az elsének gydke-e az A:

Pl. Hatarozzuk meg az A =

o= =

0 0 O -1 0 0 0 0 O
(A—-I)(A-2)=|1 0 0 1 -1 0|=1]-1 0 0] #0,
0 0 1 0O 0 0 0 0 O
tehat a minimalpolinom ma(x) = (z — 1)?(z — 2).
Pl.: A pénzérmés feladat megoldasa:
L] xn
'/—\Xl
r;= 0v.1el,
X (irds vagy fej)
Egy lépés: T — T, + T
X, Ti = Ti—1 + X
10 0 ... 1
11 0 ... 0
Ez lineéris transzformécié, a matrixa: o1 1 ... 0
0 0
0 0 1 1
k lépés: x — AFx, véget ér a jatek: Jk: AFx = 0.
Vx-re véget ér < V bazisvekorra véget ér
& Jk: Vi A¥e; = 0 (k a legnagyobb k;)
e Jk: 0= AFey|---|e,) = AFT = AF
& Tk ma(x)|a®
& 0 az egyetlen sajatérték
< ka(x) = (=1)"z" = 2™ (Fa-ben)
Viszont |A — zI|-t az els6 oszlop szerint kifejtve azt kapjuk, hogy
1 0 0 ... 1
1 1 0 ... 0
A—zI|=10 1 1 ... Ol=(1-z)"+(-D)"" 1=@+1)"+1
00 . .
0 0 1 1

Fy-ben, tehat azok az n szamok jok, amelyekre (z +1)" +1 = 2™, azaz (z+ 1)" = 2" + 1
Fy folott. Ha n 2-hatvany, akkor ez igaz. Ha viszont n = m-2¢, ahol m > 1 paratlan szam,
akkor (z +1)" = (z2 + 1)™ = 1 + ma? + ..., tehat 22 egyiitthatoja nem 0, és emiatt
(x4+1)" # ™+ 1.

Azt kaptuk, hogy a jaték pontosan akkor ér véget minden kezdeti allasbol, ha n 2-hatvany.
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Matrixok invariansai

Ha A,Be€ K™"*", és A ~ B = A-ra és B-re ugyanaz:
a) karakterisztikus polinom (lattuk)
b) determinans (a kar. pol.-bol levezethetd)
) nyom (a kar. pol.-bol levezethetd)
) minimélpolinom (g(P~1AP) = P~1g(A)P minden g(x) polinomra)
) rang (dimIm f nem fiigg a bazistol)
) spektrum (a kar. pol. gyokei)
g) asajataltér dimenzidja (A~ B = (A=) ~ (B—AI), és dim V), = n—rang(A—\I))

- © &0

Vektorterek direkt Gsszege

Jelolés: U W <VaeU+W=(UUW)={u+wluelUweW}<V.
k

Vi<Veae (i=1,...,k) Y Vi=(UV;)={vi+...+vip|v, eV} < V.
i=1

Def. Legyen Vi,..., Vi, < V. AV vektortér a Vi,..., V) alterek direkt Osszege (jele:
V=WVied  --dV= é V;), ha az alabbi ekvivalens allitasok barmelyike teljesiil:

() SVi=VésVin X Vi =0

(i) Vv eV egyértelmizi?é; felirhatd6 v = v; + ...+ v alakban, ahol v; € V; minden i-re;
(i4i) 3B = UB; (diszjunkt unid) béazisa V-nek, ahol B; bazisa V;-nek minden i-re.

Allitas. VU < V-re IW<V: V=UW.

Bizonyitds. U bazisa fiiggetlen V-ben, igy kiterjeszthets V' béazisava. O

Def. f linearis transzformécio V-n, U < V. Az U altér f-invaridns, ha f(U) :=
(fwluev}<U.

Allitas. Legyen V = U® W, B = B, @ By bazisokkal, és f : V — V linearis transz-
formécio.

1) Ha U f-invarians = [f|p = [

*

0 :} blokk-h&romszogmatrix.

*

2) Ha U és W f-invariansok = [f]g = [O

S} blokkdiagonalis métrix.
Blokkmatrixok mitiveletei

Azonos méretii és felosztasa blokkméatrixok Osszege:

A . Aim By ... Bip Aui+Bu ... Aim+ Bip

Apr .. Apm B,1i ... Bum Api+Bpi ... Apm + Bum
Az 6sszeills mérett és felosztastu (azaz A oszlopai ugyanannyi, egyenként ugyanannyi osz-
lopbol allo részre vannak osztva, mint B sorai)

A11 Alm Bll Blk
A= ... ... ... és
Ay ... Apm Byi ... Bk
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m
matrixok szorzata AB = C, ahol C;; = > A;;By;. (A felosztas “Osszeills” volta miatt
t=1

léteznek az A;;B;; matrixszorzatok, és nyilvan dsszeadhatok is.)

0 0O | 1 0 1 2 0 1
0 o | 0 1 3 -1 2 1
Pl. AzAB=| - - — — —|-|=-= —=|=]| — —| szorzat
-1 0O | 1 0 0 1 -1 -1
0o -1 | 0 1 2 1 -1 2
kiszamithato egyszeriibben, ha az A és B méatrixokat blokkmatrixoknak tekintjiik, 2 x 2-es
0 1
2 1
) 10 I By | By 0
T R N N
-1 2

Kov.: Blokkdiagonalis matrixok szorzatat (négyzetes matrixokrol van szo, amelyeknek a
sorait és oszlopait ugyantgy osztjuk fel, és csak a f64tl6 mentén lehetnek nem 0 blokkok)
ugy kapjuk meg, hogy a megfelel§ diagonélis blokkjaikat szorozzuk Ossze:

A, 0 ... 0 B, 0 ... 0 AB, 0 ... 0
0 Ay, ... 0 0 By ... O 0 AsBy ... 0
0 0 ... A, 0 0 ... B, 0 0 ... A,B,

Def. f(z),g(x) € Klz]-re f(z) és g(x) relativ primek, ha nincs olyan legalabb elséfoku
h(z) € K|z], ami mindkettének osztoja.

Allitas. f(z) és g(z) relativ primek < 3 a(x),b(z) € K[z]: a(z)f(z) + b(x)g(x) = 1.

Bizonyitds. Mint Z-ben, euklideszi algoritmussal.

Tétel. Legyen A € K™*", my(z) = f(z)g(x) az A minimalpolinomja, ahol f(x),g(z) €
K[z] 1 f6egyiitthatos, relativ prim polinomok. Ekkor A hasonlo egy f(l)l 122 blokkmat-
rixhoz, ahol ma, () = f(x) és ma,(z) = g(x).

(Bizonyitds a jovd drdn)



