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Tétel. Legyen A € K™*" my(z) = f(z)g(x) az A minimalpolinomja, ahol f(x),g(z) €

K[z] 1 f6egyiitthatos, relativ prim polinomok. Ekkor A hasonlo egy [f(l)l j } blokkmat-
2

rixhoz, ahol ma, () = f(x) és ma,(z) = g(x).

Bizonyitds. Jeloljik az A-hoz tartozo K" — K", x — Ax transzforméaciot is A-val, és
legyen
V=K" U=Img(A), W=Imf(A).

Belatjuk, hogy V' = U @& W invarians alterekre bontéas, és a direkt felbontashoz tartozo
bazisban A matrixa a kivant alakii.

o U <Kerf(A), W <Kerg(A):
f(A)(g(A)v) =m(A)v = 0v = 0, és ugyanigy a maésik.

e U, W A-invarians:
A(g(A)v) = g(A)(Av) € Img(A), és ugyanigy a masik

e U+ W =V:
1 =a(x)f(zx)+bx)g(x) = Vv eV: v=1Iv= f(Aa(A)v + g(A)b(A)v €
W4+U=U+W.

e UNW =0:
Ha v € UNW, akkor v € Ker f(A) N Kerg(A) az els6 észrevétel miatt, igy
v=Iv=a(A)f(A)v+b(A)g(A)v =1a(A)0+b(A)0 = 0.

Tehat V' = U @ W invaridns alterekre bontas, és az U @ W-hez tartozdé B = B1UBs

béazisban:
A~ |4 00 B yokkdiagonalis matrix,
0 A,

ahol A; az A transzformécio U-ra valdo megszoritasanak, A|y-nak a B;i-ben felirt matrixa,
As pedig az A|w-nek a Ba-ben felirt matrixa.

U <Ker f(A) és W < Kerg(A)
FA)(U) =0¢s g(A)(W) =0
f(A1) =0¢s g(A2) =0

ma, (z)|f(x) és ma,(x)|g(z).

Kisebb foku egyik minimalpolinom sem lehet, mert akkor h(z) = ma, (x)ma,(x)-re degh <
deg f + deg g = degm lenne, mikdzben

() ~ (B) = |
Tehat ma, (x) = f(x) és ma,(x) = g(x). O

Tétel. A diagonalizalhatdo < ma(z) = (x — ¢1)---(x — ¢x), ahol ¢q,..., ¢, mind
kiilonbo6z6k.
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01[
Bizonyitds. =: A ~ B = diagonalis, ahol ¢y, ..., ¢, kiillonbozsk (a

CkI
béazis permutaciojaval megoldhato, hogy az azonos értéki diagonalis elemek egymés utan
kovetkezzenek) = B — ¢;I,, i. blokkja 0, amibdl [[(B — ¢;I,) = 0 = ma(z) = mp(x) |

(x —c1) -+ (z — cg) (és kisebb persze nem is lehet, mert ¢y, .. ., ¢ kiillonb6z6 sajatértékek.
Ay

<: Az el6z6 tételt rekurzivan alkalmazva: A ~ , ahol my4,(x) =z — ¢;.

- Ak

Igy A; — ¢;1 =0, vagyis A; = ¢; 1. O

Kovetkezmény. Ha k4 (x)-nek n kiillonb6z6 gyoke van, akkor A diagonalizalhato (mert
akkor a ma(z) = ka(z)-re teljesiilnek az el6zs tétel feltételei).

Jordan-féle normalalak

Def. Jordan-blokk: (ennek csak A a sajatértéke, de a sajataltér csak

SO Ry
> o O O

1-dimenzios).

Jordan-matrix: blokkdiagonalis matrix, amelynek diagonalis blokkjai Jordan-blokkok.

ka(z) =(—1)"(x — X)) -+ - (z — Ag)"*
Legyen A € C"*", a@) =(=1)" . 2 ( X r) , ahol A\q,..., \x kiilonbozdk.
ma () =(x = A1) - (2 = A)™
(x —A1)%, ..., (z — \)? paronként relativ primek, igy
Ay
A~ B= , ahol ma, = (z — \)b.

Ay,

ka,(x) - ka,(z) = kp(z) = ka(z) = (=1)"(z — A)* -+~ (z — Ap)?, és Ag-nak csak A; a
sajatertéke, igy ka,(z) = (—1)% (x — \;)%.

Tétel (Jordan). VA € C™*" hasonld egy Jordan-matrixhoz, és ez a Jordan-normalalak
a diagonalis blokkok sorrendjétsl eltekintve egyértelmd.

Bizonyitds. (vazlatosan) Az elbbiek miatt elég ma(x) = (z — \)® esetre bizonyitani.
N = A — M-re my(x) = 2. Azt kell belatni, hogy N hasonld egy olyan blokkmatrixhoz,
amelynek blokkjai 0-hoz tartoz6 Jordan-blokkok, azaz olyan bézis kell, amelyen az N
hatasa

b1I—>b2I—>-'->—)bb>—)0,

byt1 = bpio— =0

. Ezt a bazist megtalaljuk a kovetkez6 modon:
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Ker N°~! kiegészit§ alterének béazisa Ker N°-ben (a leghosszabb, azaz b hossziisagut
sorozatok eleje);

Az eddigiek N-képe és Ker N°=2 altal generalt altér kiegészitG alterének bazisa
Ker N°~!-ben (a b — 1 hossztisagii sorozatok eleje), . ..

KerNb

O e | i @ > 0 \0

O [0 o —— @ » ()

o—m 0 » ()

™ :0
. :0
Ker Nb_l

Egyértelmiiség: Vegyiik észre, hogy egy N k x k-as 0-blokknak a hatvanyai olyan métrixok,
ahol az 1-esek sora egyre lejjebb tolodik a bal also sarok felé, és igy a rangok is egyesével
csokkennek. Ezt felhasznalva a J ~ A Jordan-matrix A-hoz tartozo blokkjainak méretét
leolvashatjuk az (A — M) hatvényainak rangjabol: rang(A4 — \;)!~! — rang(A — \;)! a
legalabb t x t-es \;-blokkok szama. (Ttt hasznaljuk azt is, hogy ha A ~ J, akkor (A—\I)* ~
(J — M)*, és a rang invariansa a métrixnak.)

A Jordan-normalalak felhasznéalasa

1) Megallapithato beldle, hogy két méatrix hasonlo-e.

2) J = P~ AP Jordan-méatrixra J™ konnyen kiszamithato, és igy A™ is.

3) Mint a diagonalis alaknal, jobban meg lehet érteni a transzformécié miikddését.
(Vegyiik észre, hogy 1)-ben és 3)-ban nem kell a P-t meghatarozni!)

Megjegyzés. A Jordan-normaélalakot sok helyen a fent definidlt matrix transzponaltja-
ként adjak meg. Mivel minden négyzetes méatrix hasonld a transzponaltjahoz (1d. a 2.
feladatsort), a két normélalak természetes modon megfelel egymésnak.

Jordan-normalalak meghatarozasa a bazis megadasa nélkiil

Az egyértelmiiség bizonyitdsa a Jordan-tételben megadja az altalanos modszert. De a
legtobb esetben a méatrix néhany, viszonylag konnyen meghatarozhato tulajdonsaga is elég
a Jordan-norméalalak megismeréséhez.

Tétel. Legyen A € C"*",
ka(z) =(=1)"(x = A1) -+ (z = Ap)
Ma(x) =(x — A\)" - (. — X\p)b, ahol Aq, ..., A\ kiilonbozok,

és legyen J az A Jordan-normaélalakja. Ekkor
1) a; a J-ben a \;-blokkok Gsszmérete;
2) b; a J-ben a \;-blokkok maximélis mérete;
3) dim V), azaz a \;-hez tartozo sajataltér dimenzioja a J-ben a A;-blokkok szama.
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Bizonyitds. Mivel a karakterisztikus polinom, a minimalpolinom, és a sajataltér dimenzi6ja
is invaridnsa a matrixnak, elég a harom feltételt a J Jordan-matrixra megnézni. Ekkor 1)
nyilvanvald, és 2) kovetkezik a 0-blokk hatvanyozasanak szabéalyabol (J—\; I,, hatvanyaiban
akkor valik 0-va az 0Osszes eredetileg \;-blokk, amikor a legnagyobb A;-blokk mérete a
kitevs). Veégiil J — ;I rangja konnyen leolvashatd, mert transzponélas utén a sorok
atrendezésével 1épcsds alakit matrixot kapunk, aminek pontosan annyi O sora van, ahany
A;-blokk volt az eredetiben. O

Kovetkezmény. Ha A karakterisztikus polinomjénak minden sajatérték legfoljebb 6-
szoros gyoke, akkor a fenti tétel segitségével meghatarozhaté a Jordan-normalalak.

Pl.
1. 2.
k(z) = (z —2)° k(z) = (z—2)°
m(x) = (x — 2)? m(x) = (x — 2)3
dimV, =3 dimV, =3
5=2+2+1 5=3+1+1
|2 | |2 |
12 |1 |
- - - - | 12
|2 | - - - -
12 2
2 2

3. Hatarozzuk meg az A méatrix Jordan-féle normalalakjat és a miniméalpolinomjét!

1 0 2

01 1 -1
A= 0 0 1 1

0 0 O 2

ka(z) = (x —1)3(x — 2). Az 1 sajatérékhez tartozo sajataltér az A — I magtere. Gauss-
modszerrel 1épcsts alakra hozva A — I-t 1atjuk, hogy a rangja 2, igy dimV; =4 — 2 = 2.
Tehat a Jordan-méatrixban két 1-blokk van, ami csak egy 2 x 2-es és egy 1 x 1-es blokk
lehet, és egy 1 x 1-es 2-blokk:

1 00 0
110 0
A~10 01 0
00 0 2

A blokkok maximalis mérete alapjan ma(z) = (z — 1)%(z — 2).



