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Jordan-matrix hatvanyozasa

Elég Jordan-blokkokra:

A0 ... 0 0O 0 ... 0

1 X ... 0 0
J = - =AM + N, ahol N = _ _

0 ... 1 X, ., 0O ... 1 0

n
Jm = 3 (W)N*FA™7F ahol N*-ban ugyanigy egy f6atloval parhuzamos l-es sor van,
k=0
mint N-ben, csak k-val a f6atlo alatt. Ebbdl leolvashatok a J™ elemei, amelyek a f6atloval

parhuzamos savokban ugyanazok:

(T))\m_l )\m O e O %p/<)\) '.. O . O
Jm: (T;L))\m—Q — %p”()\) ,
L AT L. . Lp'(A) p(A)

ahol p(x) = ™, és az ij helyen levs elem ﬁp(i_j)(A), ha 7 > j, és 0 kiilonben. Ebbél
tetszbleges p(x) polinomra, s6t barmely Taylor-sorba fejtheté f(z) fiiggvényre hasonlo
képlettel kiszamithato f(.J), és abbol f(A) is.

Ennek egy alkalmazésa a linearis differencidlegyenlet-rendszerekre:

xl(t)
X = Ax, x = :

(1)

At . ¢ alakt (c tetszGleges konstans vektor), és ez kiszAmithato e/t-bal.

megoldésa x = ¢
Skalarszorzat

K"™-ben standard skalarszorzat:
n
uT V= E U;V;
i=1

(a K™ elemeit oszlopvektorokként irva.)
Altalanosabban:

Def. szimmetrikus bilineéaris fliggvény:
(,): VxV-=>K,
ami mindkét valtozoban linearis:
(u+u,v)=(u,v)+ (,v)
(u,v+v') = (u,v) + (u,v’)
(Au,v) = A(u,v)
(u, A\v) = \(u, v)
és szimmetrikus:
(u,v) =(v,u)
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Pl.: 1. K™-en a standard skalarszorzat
R2-en és R3- dn a geometriai skalaszorzat
2. C[0,1]-en ( f, g fo r)dr
3. K™enegy A€ K”X” matrlxszal, amelyre AT = A: (x,y) =xT Ay.
Ez nyilvan linearis, és y Ax = (xT ATy)T = (xT Ay)T = xT Ay, mert 1 x 1-es matrix
transzponaltja énmaga.

Def. u merdleges (ortogonalis) v-re (jele: ulv), ha (u,v) =0.
Vi, Va,... ortogonalis rendszer, ha v; Lv; Vi # j
ortonormalt rendszer, ha ortogonalis, és (v;,v;) =1 Vi

Allitas. Ha {by,...,b, } ortonormalt rendszer, akkor bazis is, és v = > z;b;-re T; =
(v,b; ) meghatarozza a koordinatakat.

Bizonyitds. (v,b;) = > z;(b;,b;) = x; -1 = z;, és ha v = Y \;b, = 0, akkor 0 =
<V,bj> =Ty VJ O

Megjegyzés. Kicsit altalanosabban is kijon a fentiekb6l: ha H = {bq,bs,...,} orto-
gondlis rendszer, és (b;,b; ) # 0 Vi, akkor H fliggetlen is.

Pl.: 27 periodusii valos folytonos fv.-ek kozott az ( f,g) = fOQW
fiiggvényre nézve

{1,sinz, cosz, sin 2z, cos 2z, . . . }
végtelen ortogonélis rendszer és

{\/— \/—smx, \/—cosw, \/—SIDQ.CL‘ \/—COSQ.CL‘ .}
ortonormalt rendszer. (Fourier-sorfejtésnél hasznéljuk, csak ott oo Osszegekre is miikodik
az Osszefiiggés a koordinatak meghatarozasara.)

Def. SCVore St={vecV]ulvvuec S} <V. Nyilvan S++ D §

f(x)g(x)dz bilinearis

Def. Egy szimmetrikus bilineéris fiiggvény elfajuléd, ha V1 # 0.

Allitas. 1) A standard skalarszorzat K"-en nem elfajulo.
2) Az A € K™*" szimmetrikus matrix dltal megadott (x,y ) = x? Ay bilinearis fiiggvény
K™-en akkor és csak akkor elfajulo, ha |A| = 0.

Bizonyitds. 1) Ha v = (x1,...,2,)T # 0, akkor van olyan i, amelyre x; # 0, és akkor
(v,e;) =z; #0, ahol e; az i. standard bazisvektor (az i. helyen 1, mindenhol méashol 0).
Tehat v ¢ V.
2) Egy v € V vektorra:
veVt e
(u,v)=0Vu<e
u'Av=0Vu<e
Av = 0 (az 1) miatt)
Tehat
Vi£0e
FV#A0: Av=0<&
A nem invertalhato<
|A| =0
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Tétel. Legyen ( , ) szimmetrikus bilinearis fiiggvény. Ha V+ = 0, akkor U < V-re
dimV = dimU + dim U~+. Specialisan K" standard skalarszorzatara igaz az Osszefiiggés.

Bizonyitds. Legyen V bazisa {vy,...,v, }, U bazisa {uy,...,ux }.
A= oo (ug,vy) AT = oo (i, uy)
kxn nxk
<u1,v> <V17u>
ap: VK v a:U— K", u~
<uk7v> <Vn7u>
matrixa matrixa
Kerp = U+ Kert = 0, mert V- =0
= rang A = dimV — dim U+ = rang AT = dim U
Mivel rang A = rang AT, azt kaptuk, hogy dimV — dim U+ = dimU, azaz dimV =
dimU + dim U*. O

Megjegyzés. Az el6z6 allitasbol nem kovetkezik, hogy V = U @ U~, mert megtorténhet,
hogy U NU* # 0, pl. F3-ben U = ((1,1) )-re.

Parosvaros, paratlanvaros

Két n lakost varosban klubok vannak. Két kiilonb6zé klubnak nem lehet azonos a tagsaga.
1) Paratlanvarosban minden klubnak paratlan sok tagja van, és barmely két kiilonb6z6
klubnak paros sok kozos tagja van. Legfoljebb hany klub lehet a varosban?
Z1
Megoldds: klub — | : | € Fy (x; = 1, ha az i. lakos tagja a klubnak, 0, ha nem.)
Tn
Két klub vektoranak skalérszorzata a kozos tagok szdéma modulo 2.
= a klubok vektorai ortonormalt rendszert, kovetkezésképpen filiggetlen rendszert
alkotnak F5-ben = A klubok szama < n, és ez meg is valosithato 1-tagn klubokkal.

2) Parosvarosban minden klubnak paros sok tagja van, és barmely két kiillonb6z8 klub-
nak is paros sok kozos tagja van. Legfoljebb hany klub lehet ebben a varosban?

Megoldds: A klubokat az el6z6héz hasonlo modon FY vektoraival reprezentaljuk.
Legyen U a klubok vektorai altal generalt altér, és » = dimU. Ekkor a feltétel
szerint U+ > U. Viszont tudjuk, hogy dimV = dimU + dimU~, tehat n —r > 7,
amibél r < [n/2], és igy a klubok szama < |U] < 2[*/2, Ez meg is valosithato, ha az
emberekbdl parokat alkotunk (ha n paratlan, akkor egy ember kimarad), és a parok
Osszes lehetséges részhalmazat vessziik.

Linearis kodok

Uzenetet akarunk kiildeni valamennyire zajos csatornan ugy, hogy ha nem til sok a hiba,
akkor azt észre lehessen venni, illetve javitani lehessen. Modszer: a széveg részleteit olyan
kodszavakka alakitjuk, amelyek koziil semelyik kettd nincs tul kozel egymashoz (elegendd
szamu karakterben kiilonboznek). A kodszavak tekinthetSk egy véges test f6lotti vektortér
vektorainak. A kod linearis, ha a kodszavak alteret alkotnak.
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Def. K véges test: abe (példaul K =Fy = {0,1})
kédszavak: U < K" elemei
kédhossz: n
Hamming-tavolsag: d(u,v) = |{i|u; # v; }|
Hamming-sily: s(u) = |{i|u; #0}|
Ekkor d(u,v) = s(u —v).
dimenzié: £ = dim U
Tekinthetjiik tgy, hogy a kdédolandd szavak k hossztiak a kodolas elétt, és n
hossztak a kédolas utan
koédsebesség: %
kédtavolsag: d = min{d(u,v)|u,ve U, u# v} =min{s(u)|0#uecU}
Ekkor a kod [41]-hibajavité,
azaz ennyi hibat ki lehet javitani, mert van egy egyértelmi, a hibasan kddolt
szohoz legkozelebbi kodszo, és
(d — 1)-hibajelzé,
azaz ha legfoljebb d — 1 hiba van, akkor a kapott sz6 nem egyezik meg semelyik
kodszoval, tehat 1atszik, hogy hibas.

Pl.: 1. trivialis kod:

U= K", v— v akodolas, d =1 (= nincs hibajavitas, de még hibajelzés sem.)

2. ismétls kod:

kétszerezés: a — (a,a), d =2, a kod 1-hibajelzs

haromszorozas: a — (a,a,a), d =3, a kod 1-hibajavito

altalanosan d-szerezés: a — (a,a,...,a), a kodtavolsag d, a kod (d — 1)-hibajelzd, [%]—
hibajavito, de til lassii: a kddsebesség %

3. paritaskod: (ayi,...,an—1) — (a1,...,ap—1,0a,), ahol a3 + ...+ an_1 + a, = 0. Itt
k=n—1,d=2,akdd 1-hibajelzs, de a kodsebesség nagy: ”T_l

Hadamard-kodok
F5 f616tt, n = 2™ hosszu kod, k = m + 1. A kodolas:

v=(a1,...,0m,0) — fv  Fy" — Fy
(1, ) = 121 + ...+ ATy, +
A kodszoként kapott affin fliggvények vektorként is irhatok: az F5" Gsszes elemét sorbaren-
dezziik, és az f,-be valo behelyettesitésiik eredményét irjuk egy 2™ hosszu vektorba. Ez
altér IF% -ben, mert affin fiiggvények 6sszege és skalarszorosa is ilyen.
Pl: m = 2-re F}' = {(0,0),(0,1),(1,0),(1,1) } és a kodolas v = (1,1,1) — f, = 1 +
xo + 1, azaz a kodszo (az F" elre megadott sorbarendezését hasznalva) (1,0,0,1).

Allitas. ® d =2m"!

Bizonyitds. Azt kell belatni, hogy minden # 0 kodszoban legalabb 21 darab 1-es van.
1. eset: Ha Ji: «a; # 0, akkor { fy(z1,...,0,...,2m) = fv(x1,...,1,...,zmn) } = {0,1}
(ahol a két vektor csak az i. komponensben kiilonbozik), tehat a behelyettesitési értékeknek
pontosan a fele 1 = s(fy) = 2m 1.

2. eset: oy = ... =y, =0, de akkor =1, és f, = 1, ezért ekkor s(fy) = 2. O



