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2m—1 1
Lattuk, hogy a 2" hosszti Hadamard-kod [T] = (2™ 2 — 1)-hibajavit6. Pl. a

Mariner 9 Mars-szonda (1971) m = 5 paraméterti Hadamard-kodot hasznalt: n = 32, k =
6, d = 16 = 7-hibajavito, kodsebessége 3% R~ % Az ugyanilyen kodtavolsagi ismétlskod
(n =16, k =1, d = 16) 3-szor lassabb.

Hadamard-kod fele

Csak oy + ... + Ty, alaka (tehat linearis) fiiggvényeket hasznalunk. Ekkor elég a
2™ — 1 darab # 0 vektoron nézni az értéket, mert 0 — O mindegyikre igaz. Erre k = m,
n=2"—-1, d=2m"1 mint az elgbb.

Def. dualis kod: U < K™ dualisa U~.
Hamming-kéd: a fél Hadamard-kod dualisa.

kédhossz: n=2™ — 1
dimenzié: k=2"—-1—m

Allitas. A Hamming-kod kodtavolsaga 3, tehat a Hamming-kod 1-hibajavito kod.

Bizonyitds. Legyen F5'\ {0} ={wvy,...,vom_1 }, és

Vi
G=|  |[=[u [ - | up]

Vom_1

(a v;-ket sorvektorokként irva). Ekkor u; € U Vj, mert u; a j. komponensre val6 vetitésnek
mint linearis fliggvénynek a behelyettesitési vektora (kodszo a fél-Hadamard kodban).

Ha a € U+, akkor

Vi
aTG = [CL1| cee |a2m_1} = Zaivi és
Vom _q
alGg = [aT] ) [ul\ \um] — [aTu1|...‘aTum] =1[0]---]0]=0

Tehat a € U+ = > a;v; = 0.

U-+-ben
nincs 1 silyta vektor, mert v; # 0 Vi;
nincs 2 sulyt vektor, mert ¢ # j-re nem lehet v; +v; = 0, ui. akkor v; = v; lenne;
van 3 sulyt vektor, mert i # j-re v;+v; = vj, valamely k-ra, és akkor v;+v,;+v; = 0.
Hamming-korlat

Legyen C nem feltétleniil linearis kod a g elemi abe folott. Tegyiik fel, hogy C szavainak
tavolsaga > 2t + 1, a kddszavainak hossza pedig n. Ekkor

|0|S§; (Ma-v =<

Def. perfekt kod: amelyre a Hamming-korlatban egyenlGség all.
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Pl.: A Hamming-kodok perfektek (1d. 3. feladatsorban).

Euklideszi terek

Def. valés euklideszi tér:
Vg (, ) szimmetrikus bilinearis fiiggvény,
és (v,v) >0, ha v #0 (azaz (, ) pozitiv definit)

Jelolés: |v| = +/(v,v).

Tétel. (Gram—Schmidt-féle ortogonalizacid) Egy valos euklideszi térben V by, ... by

fiiggetlen rendszerhez 4 eq,...,er ortonormalt rendszer, amely ugyanazt az alteret
generélja, s6t, ugyanazt az altérlancot generalja: (bq,...,b;),, = (e1,...,e;), Vi.
. "y b, .
Bizonyitds. Legyen e; = m Ha i-ig megvan:
1

i

Cit1 = bit1 — Z (bit1,€;)e;

j=1

ciy1 # 0, mivel a szumma (e,...,€;),-ben van, és ez = (by,...,b;),, az indukcios
feltevés szerint,

Ci+1 € <e17~ . '7eivb’£—|—1> - <b17 .- '7biab’£—|—1 >7 és

(civ1,€j) = (bit1,e;) — (biy1,e;) =0, ha j <.

C.
Ekkor e;41 = %—re az el6bbiek miatt teljesiilnek az elGirt feltételek.
Ci+1

Megjegyzés. Lehet elGszor csak ortogondlis rendszert gyartani, és azutan normalni:
ha uy,...,u; ortogonalis, és (uy,...,u;) = (by,...,b;), akkor

7

(bit1,u;)
J
u;y1 = by — E — ..\ 4y,

e (uj,u;)

(vagy ennek egy tetszdleges # 0 skalarszorosa).

Ha a {by,..., by } rendszer nem fiiggetlen, akkor néhany lépésben 0-t kapunk, de a 0-kat
egyszertien kihagyjuk, és gy folytatjuk tovabb az algoritmust. Tehat nem kell el6re bazist
keresniink az altérben, elég egy generatorrendszerrel indulni.
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Pl.: Adjunk ortonormélt bézist az U = ((1,0,—1,1),(0,2,1,-1),(1,1,0,0)) < R*
altérben!

Megoldds:
u =(1,0,-1,1)
:(0 2,1, 1)— 52(1,0,-1,1) = (3,2,4,-4) || (2,6,1,—-1) =: ),
us =(1,1,0,0) — %,(1 0,—1,1)— 2(2,6,1,—1) =
—(1,1,0,0) + <—§,0,§,—§)+<—%,—%,—%,%):
=& -4 & -0 =G -L-h | e-LL-) =
Tehat

{(1,0,-1,1), (2,6,1,-1), (2,-1,1,-1)}

ortogonalis bazis U-ban, és

~

{50,0,-11), 45(2,6,1,-1), %(2.-1,1,-1)}

ortonormaélt.

Kovetkezmény. Minden n-dimenzios valos euklideszi tér (skalarszorzattarté modon)
izomorf a standard skalarszorzattal ellatott R™-nel, ui. 3 £ ortonormalt béazis, és arra

(w,v) = (Y wies, Y yje;) = > wiyi = [u]f[v]e.

Allitas. Egy V euklideszi tér minden U alterére V = U @ U™,

Bizonyitds. UNU+ =0, mert (v,v) #0, hav #0. Igy U+ U+ =U@UL. Masrészt
tudjuk, hogy dimV = dim U + dim U+ = dim(U @ U~), tehat U@ U+ = V. O

Pl.: Komplex vektortéren a standard skalérszorzattal nem miikodik a Gram—Schmidt-
ortogonalizéacio, mert pl. (1,4)(1,4) =12 +i2=1—-1=0.

Def. komplex euklideszi tér: Vi, (, ):V xV — C, amely

hermitikus bilinearis fiiggvény, azaz
(u+u',v) = (u,v)+(u,v)
(u,v+v')=(u,v)+(u,v")
(A, v)=X{u,v)
(u, \Wv) = A(u,v) (ez a négy feltétel a masféllinearitas), és
(u,v)=(v,u) (kovetkezésképpen (u,u) € R)

tovabba pozitiv definit:
(u,u) >0, hau#0.

Jelblés: Valos vagy komplex euklideszi térben |[v| = /(v,Vv)

Pl.: C"-en (x,y) = > Ty, ilyen. Erre ((1,7),(1,4)) = 1-14 (—i) - i = 2, és altalaban
(x,x)=>"Tx; = |z;]* > 0, és csak akkor 0, ha z; = 0 Vi.

Jelslés: M € C™*"-re M* = HT, ahol M-t az M-bél gy kapjuk, hogy minden elemének
a konjugaltjat vessziik. FEzzel a jeloléssel a C" standard euklideszi skalarszorzata (x,y ) =
x*y. A x miivelet miiveleti tulajdonsigai:
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(A+ B)" = A* + B*

(AB)* = B*A*

A** — A

AeR™ e A* = AT,
Pl.: A € C""-re A* = A esetén (azaz, ha A 6nadjungalt) C"-en (x,y) = x*Ay
hermitikus bilinearis fiiggvény.
Allitas. Minden n-dimenzios komplex euklideszi tér izomorf a standard euklideszi skalar-
szorzattal ((x,y) = x*y) ellatott C™ térrel.

Bizonyitds. Ttt is miikddik a Gram-Schmidt-ortogonalizicid, és a koordinatazas egy orto-
normélt bazis szerint skalarszorzattarté izomorfizmus. O

Cauchy—Schwarz—Bunyakovszkij-egyenlftlenség
Euklideszi térben
[ (u,v) [ < uf-]v].
Akkor és csak akkor all fenn egyenléség, ha u|| v.
Haromszog-egyenlStlenség
Euklideszi térben
lu+v| < fuf+][v].

Akkor és csak akkor all fenn egyenléség, ha u 11 v, azaz az egyik vektor a masiknak > 0
valds szamszorosa.
Def. Egy valos szimmetrikus / komplex hermitikus bilinearis fiiggvény

pozitiv definit, ha (u,u) >0Vu #0

negativ definit, ha (u,u) <0 Vu #0

pozitiv szemidefinit, ha (u,u) >0Vu (ésvanv #0: (v,v)=0)
0)

negativ szemidefinit, ha (u,u) >0Vu (ésvanv #0: (v,v)
indefinit, ha Ju,v: (u,u) >0és (v,v) <0

Megjegyzés. A pozitiv szemidefinit (negativ szemidefinit) altalanosabb értelmében ma-
gaban foglalja a definit esetet is: (u.u) >0 ((u,u) <0).

1 3
3 —1
fiiggvény indefinit, mert el Ae; =1 > 0 és el dey = —1 < 0.

Pl.: Az A = [ } matrixszal definidlt (x,y) = xT Ay valos szimmetrikus bilineéris

Bilinearis fiiggvény matrixa (Gram-matrix)
Legyen B = {by,...,b,} a V egy bazisa, és ( , ) valos szimmetrikus vagy komplex
hermitikus bilinearis fiiggvény. (, ) matrixa B-ben az A n X n-es méatrix, ha

A elemei a;; = (b;,b;) Vi,j. Vegyiik észre, hogy A* = A.

Ezt a méatrixot definidlhatjuk azzal is, hogy tetszGleges u, v vektorokra és x = [u]g,
y = [v]p koordinatavektoraikra
(u,v)=x"Ay.

Valoban, x*Ay = > " Z; (b;,b; ) y; = <Emibi7 > yib; > =(u,v).
i J

2]



