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Attérés masik bazisra

Legyen A a ( , ) bilinearis fiiggvény matrixa a B béazisban. Ha B’ egy 1j bazis, és P az
attérés matrixa, akkor x = [u|g, y = [v]g, X' =[u]p’, ésy’ = [v]p jeloléssel

(u,v) =x*Ay = (Px')* APy’ = x'"P* APy,

tehat az 4j matrix A’ = P*AP (amely valés esetben ugyanaz, mint PTAP).

Tétel. Minden valds szimmetrikus vagy komplex hermitikus bilinearis fliggvény Gram-
matrixa valos diagonalis alakra hozhato alkalmas bazisra attérve, azaz létezik ( , )-re
nézve ortogonélis bazis.

Matrixokkal megfogalmazva: Minden valos szimmetrikus vagy komplex onadjungalt A
métrixhoz van olyan P métrix, amellyel P* AP valos diagonalis matrix.

Bizonyitds. Szimultan sor- és oszlopmiiveletekkel (az oszlopmiivelet a komplex esetben
a konjugalt oszlopmiivelet, tehat pl. az i. sor c-szeresének a j sorhoz vald hozzdadasa
utan az i oszlop ¢-szorosat adjuk hozza a j. oszlophoz) a lépcsés alakra hozas (Gauss-
modszer) egyuttal diagonalis alakra hozas (mert megtartja a szimmetrikus/hermitikus tu-
lajdonsagot). Az elemi sormiivelet egy E elemi matrixszal valo balszorzas, a megfelels
oszlopmiivelet E7-tal valé jobbszorzas, a megfelel§ konjugalt oszlopmitivelet az E*-gal valo
jobbszorzas. Igy
Mw— EA\MEY — EsEYMETES — ---+— D

Ekkor P = E{ES --- B = (B - -+ EoFq)*-ra D = P*MP. Mivel D diagonalis, és D* = D,
D valos matrix lesz. O

Sylvester-féle tehetetlenségi tétel Egy valos szimmetrikus / komplex hermitikus bi-
linearis fliggvény barmely diagonalis métrixanak atlojaban ugyanannyi a pozitiv, negativ
és 0 elemek szama.

Pl.: 1.
1 2 -1 1 2 -1 l 1 0 0
2 0 1| & s;,-251 |0 -4 3| BP0 -4 3| &
-1 1 1 s3+s1 |0 3 0 0 3 0
1 0 0 l (1 0 0
0 —4 3| &7 1o -4 0
83—|—%82 O 0 % _O 0 %

Csak s; — s; +c-s; és o; — 0; + C - 0; miiveletparokat végezziink! Azt amigy sem
lehet mindig elérni, hogy a vezérelem 1-es legyen (Id. a tehetetlenségi tételt), és a sorcsere
nem mindig vezet eredményre, ha a soron kovetkezd oszlop és sor metszetében levs 0-t le

akarjuk cserélni, pl. [(1) é] egy sorcsere és oszlopcsere utan onmagaba megy. De:

0 1 sor S1+s2 |1 1 oszlop |2 1 sor | 2 1 oszlop | 2 0
) e T s T R R R T

2.
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1 1+Z sor 1 ]_+Z oszlop 1 0
[1—2' 1 } T s —(1—i)s [0 —1} ~ [o —1}

3.

Tétel.

Ha A o6nadjungalt / valos szimmetrikus n X n-es méatrix, akkor A-nak mint komplex
matrixnak minden sajatértéke valos, és a kovetkezs tablazat soraiban levé harom-harom
allitas ekvivalens.

- a bilinearis fliggvény

E'Zl'< x,,y') f_ x ’Ay. tetsz. diag. alakjaban | A sajatértékei

Hinearis ftggveny: a diagonalis elemek:
pozitiv definit,
azaz Xx*Ax >0 Vx # 0 osupa + esupa -+
negativ definit, CSibA — Cspa —
azaz X*Ax <0 Vx #0 P P
pozitiv szemidefinit,
azaz X*Ax > 0 Vx, +és 0 + és 0
és lehet 0
negativ szemidefinit,
azaz x*Ax < 0 Vx, —és0 —és0
és lehet 0
indefinit, 4 o6s — 4 oés —
azaz Elx*x Ax >0, (és esetleg 0) (és esetleg 0)
és dy y*Ay < 0

Bizonyitds. Ha X sajatértéke A-nak, és 0 # v € C" hozza tartozo sajatvektor, akkor
VAV = v v = Alv|?, és

VAV = vFA*V = (Av)*'v = (Av)*v = A|v]?,
tehdt A = A,

Az els6 és masodik oszlop Aallitdsainak ekvivalencidja azon mulik, hogy ha B =
{by,...,b, } ortonormalt bazis ( , )-re nézve (azaz ha erre a bazisra nézve a bilin.
fv. matrixa diagondlis), akkor minden u = Y x;b;-re (u,u) = 3 |2;]? (b;,b; ), tehét
a (b;, b; ) diagonalis elemek elGjele eldonti, hogy milyen elGjele lehet (u,u)-nak.

A maéasodik és harmadik oszlop ekvivalencidja a késébb bizonyitandd fGtengelytételbdl
kovetkezik. O

Megjegyzés. A bilinearis fiiggvény jellege csak a Q(x) = (x, x ) kvadratikus alakon mulik,
de a kvadratikus alakbol meg is hatéarozhato az eredeti valos szimmetrikus / komplex her-
mitikus bilinearis fliggvény.
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Pl.: A = _:; _12] onadjungalt matrix (A* = A), és diagonalizalas nélkiil is latszik,

hogy indefinit (a kvadratikus alak a két béaziselemen 1-et, illetve —1-et vesz fel).

2 2 . . . . . . .
B = [ 9 1 valos, szimmetrikus, de az atlos elemei alapjan akar pozitiv definit, pozitiv

szemidefinit vagy indefinit is lehetne. Diagonalizalassal tudjuk elddnteni, hogy melyik:

2 2 ]937)" 2 2 os'z_l>op 2 0
1 2 0 -1 0 -1

diagonalis matrixa a bilinearis fiiggvénynek, és diagonélis elemei 2 és —1, igy B indefinit.

Euklideszi terek transzformacioi

Def.
AecCrm AeR™"
unitér ortogonalis ha A* = A~}
onadjungalt szimmetrikus ha A* = A
normalis ha A*A = AA*

Nyilvan A* = A~1-bél, illetve A* = A-bol kivetkezik, hogy A normalis.

Def. Legyen V valos vagy komplex euklideszi tér, és f : V — V linearis transzformécio.
f unitér/ortogonalis, 06nadjungalt/szimmetrikus, illetve normalis, ha egy ortonormalt
béazisban [f]p olyan.

202

(1) f uniteér;

(2) f skalarszorzattarto, azaz ( f(u), f(v)) = (u,v);

(3) f (valamely) ortonormalt bazist ortonorméltba visz;

(4) f valamely ortonormaélt bazisban felirt matrixaban az oszlopok ortonormaélt rendszert
alkotnak;

(5) f valamely ortonormaélt bazisban felirt matrixaban az oszlopok ortonormaélt rendszert
alkotnak.

Bizonyitds. (1) = (2): B ortonormalt bazis, A = [f]g unitér, x, y koordinatavektorok =
a skalarszorzatuk x*y. Ekkor (Ax)*(Ay) = x*A* Ay = x* [y = x*y.

(2) = (3): Nyilvanvalo.

(3) = (4): (3) miatt van B = {by,..., b, } ortonormélt, hogy { f(b1),..., f(b,) } is orto-

normélt, és igy az ortonormélt B bazisban felirt koordinatavektoraik, azaz A oszlopai is
ortonormaltak.

(4) = (1): A = [f]B oszlopai ortonorméaltak = A*A = I, mert a szorzat ij eleme éppen A
i. és j. oszlopanak skalarszorzata. Tehat A* = A~!, azaz f unitér.

(4) < (5): A oszlopai ortonormélt rendszert alkotnak < A*A =1 < AA* = < A sorai
ortonormalt rendszert alkotnak. O
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Kovetkezmény. f unitér, 6nadjungalt, illetve normalis < minden ortonormélis bazisban
ilyen.

Bizonyitds. <: A definiciobol kovetkezik.

=: Legyen A az f matrixa egy olyan ortonormaélt bazisban, amelyben a matrixa unitér,
onadjungéalt, illetve normalis. Egy masik ortonormalt bazisra valo attérés matrixa legyen
P, tehat az 0j matrix P~1AP. Az el6z6 tétel szerint P unitér, azaz P* = P~1. Igy a
* ¢s a P-vel valo konjugalas miivelete felcserélhets: (P~1AP)* = (P*AP)* = P*A*P =
P~ 1A*P.

fgy ha A unitér, akkor (P~LAP)*(P~1AP) = P~1A* PP~ 'AP = P-1A*AP = P~'P = [;
ha A 6nadjungalt, akkor (P~1AP)* = P~1A*P = P71 AP;

és ha A normélis, akkor (P7'AP)*(P~1AP) = P lA*PP71AP = P 1A*AP =
P l1AA*P = P-LAPP-'A*P = (P~ 'AP)(P~LAP)". 0

Pl.: Az y = z-re vald tiikrozés méatrixa

R? standard (ortonormalt) bazisaban ami ortogonalis (unitér), tehat a transz-

0 1

1 0
formacio maga ortogonalis (ez egyébként kovetkezik abbol is, hogy egybevagosag).

De ugyanennek a transzformacionak a matrixa a B = {(1,0),(1,1) } nem ortonormalt

bézisban [_1 (1)} , nem ortogondlis.

—-1 1)1 ortonormalt bazisban [

AC={(5 5 (5%

[\V)

0 _1] , megint ortogonélis.
Allitas.

Ha A unitér = VA sajatértékre |A| = 1.

Ha A 6nadjungalt = VA sajatértékre A € R.

Bizonyitis. Ha A unitér, akkor A* = A x —1, és Ax = \x, (x # 0) esetén

(Ax)*(Ax) = x* A*Ax = x*x = |x|?, és

(Ax)*(Ax) = ()" (Ax) = Mx]? = [A2[x]2,

tehat |x| # 0 miatt [\|? = 1, azaz |\ = 1.

Az 6nadjungalt esetet mar bizonyitottuk a definitség jellemzésénél, de a teljesség kedvéért
itt is megismételjiik.

Ha A onadjungalt, azaz A* = A, és A\ sajatértéke A-nak, 0 # v € C" pedig egy hozza
tartozo sajatvektor, akkor

VAV = v v = A\lv]?, s viFAv = viA*v = (Av)'v = (W)v = A\|v|?,

tehat |v| # 0 miatt A = \.



