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Tétel (Schur-felbontas). ® VA € C"*"-hez U unitér: U1 AU fels6 haromszogméatrix.

Bizonyitds. n-re vonatkoz6 teljes indukciéval. n = 1-re nyilvanvalo.
B = {v,va,...,v, } ortonormalt bazis, hogy Av = Av (A-nak van sajatvektora, ezt
normaljuk, és (v )L—nek vessziik egy ortonorméalt bazisat). Legyen P az attérés matrixa.

A ox
P AP = | — — | . Indukcios feltevés miatt 3¢ unitér: Ql_lAlQl fels6 A.

1 |1 0 A *
Ekkor Q = | — — | is unitér, és Q7L(PT1AP)Q = | — — felss
0 | 0 | Q'A1Q:
haromszégméatrix. Azt kaptuk, hogy (PQ) tA(PQ) felss A\, és U := PQ unitér, mert
unitérek szorzata is az (ugyanis skalarszorzattartok kompozicioja is skalarszorzattarto).
0

Tétel (Spektraltétel). Egy A € C"*" matrixra ekvivalens:
(1) A normalis;

(7i) 3 A sajatvektoraibol allo ortonormélt béazis C"-ben;

(i74) 3 U unitér: UL AU diagonalis.

Bizonyitds. (ii) < (iii):
U unitér < U oszlopai ortonorméltak
U~'AU diagonalis < U oszlopai sajatvektorai A-nak

(i1i) = (i): a D := U1 AU diagonAlis métrix nyilvin normélis, és mivel U unitér, A =
UDU~! is normalis.

(i) = (4ii): 3U unitér: B = UL AU felsé haromszdgmatrix (a Schur-felbontas miatt), és
A normalis = B normalis.
Lemma B normalis és fels6 A < B diagonalis.
Bizonyitds: <: Nyilvan.
=: Teljes indukci6 n-re. n = 1-re igaz.

a | b* a | O
= |- —— |, B*=| - —— 1. Cfels¢ A
o | C b | C*
la]> +b*b | b*C* la)®> | ab*
BB* = | ———— —— |, BB=|-——— S
Cb | cC* ab | bb*+C*C

B*B = BB* = [a|* +b*b = |a|*> = b =0 = CC* = C*C, azaz C normélis A
= az indukcids feltevés miatt C' diagonalis = B diagonalis.

A lemma miatt B diagonalis. O

Ko6vetkezmény. Normalis matrix egyszerre diagonalizalhato transzformécié méatrixaként
és bilinearis fiiggvény Gram-matrixaként (ugyanis U unitérre Ut AU = U* AU).

Tétel (Fotengelytétel). A € C"*"-re ekvivalens:
(1) A 6nadjungalt (valos esetben szimmetrikus);
(i1) 3 U unitér: UL AU valés diagonilis.
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Bizonyitds. (ii) = (i): U L AU valos diagonalis = énadjungalt = A is énadjungélt, mert
U unitér.

(i) = (ii): A spektraltétel miatt U unitér: U~1AU diagonalis, és A dnadjungiltsiga
miatt a diagonalis alak atlojaban levs sajatértékek mind valosak. O

Megjegyzés. Ha A € R™*" akkor valos unitér (azaz ortogonalis) U is létezik.

Kovetkezmény. A definitség vizsgalatanal d olyan diagonélis matrixa a bilinearis fiigg-
vénynek, amelynek az atlojaban a sajatértékek vannak, és ez bizonyitja a hiromoszlopos
tételben a 2. és 3. oszlop feltételeinek az ekvivalenciajat.

Példak 6nadjungalt és unitér transzformaciokra

Lattuk, hogy V euklideszi térben VIV < V-re V.= W @ W+. Legyen
W ortonormélt bazisa By <— az U; métrix oszlopai
W+ ortonormalt bazisa By <— az Us matrix oszlopai
B = By U By ortonormalt bazis V-ben = U := [U;|Us] unitér

1. mw a W-re val6 meréleges vetités

T WaeWwt 5w I 0
, = [WW]B: .
W+ W = w 0 O

Ha 7y standard matrixa A = [my|g =U 1AU = A=U [é 8} U-l=U [é 8} U*.

I | o0 Uy

o | o |u - A=UuUr
Uy | U] [Ui | 0] [ULUf]

Hogy hat A a V' vektorain?

UUiv=[by ... b]-| ¢ |v=[b ... bg]- ; => (b;,v)b;,

bz < bkn v >
mint a Gram-Schmidt-ortogonalizacional.

mw Onadjungalt, mert a B ortonormalt bazisban az.

Pozitiv szemidefinit, mert spektruma { 0,1} (ami az {é 8} alakbol latszik).

Ha W bazisat konnyebb felirni:

{é 8} =1, — {8 H, azaz Ty = id — myy1, és a standard matrixa A = I — UsUJ.

Allitas. mw(v) a W-ben a v-hez legkozelebbi vektor, azaz az egyetlen, amelyre
v —7mw(v)| =min{|v—-w||we W}
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Bizonyitds. Legyen v = 7(v) + v/, ahol v/ € W=, Ekkor w € W-re
v—-wPl=(v-w,v—w)=(v +7av)—w, v +7(v)—w) = V| + |n(v) —w|]* >

V|2 = |[v — w(v)|?, és = csak akkor &ll fenn, ha |7(v) — w|? =0, azaz w = 7(Vv). N

Specidlis eset: Ha W 1-dimenziés: W+ = (n) (hipersik normalvektora n), akkor W=
ortonormalt bazisa { Al }, és

*

1 *

Ty matrixa: I—1 il :I——nn*zl—nn .
| \ [n] n[? n*n

Pl.: Hatarozzuk meg a 2x — 3y + z = 0 sikra val6 meréGleges vetités matrixat!
n = (2, -3, 1) a sik norméalvektora.

2 4 -6 2 10 6 -2
I-41-3[[2 =3 1]=I-4|-6 9 -3|=+#]| 6 5 3
1 2 -3 1 -2 3 13

2. Ty a W-re valo tiikrozés:

S T e

:>TW:27TW_id:id_27TWJ-

nn*

Pl.: Hipersikra val6 tiikrozés métrixa: I —2- —
n*n

Tw unitér (valos esetben ortogonalis), 6nadjungalt, indefinit, mert [(l) _?] ilyen. Spek-
truma {1, —1}.

3. Minden permutaciés matrix unitér.
Permutacios matrix az olyan négyzetes matrix, amelynek minden sordban és minden osz-
lopaban egyetlen 1 van, a tobbi eleme 0 (azaz a baziselemeket permutalja).

Ezekre igaz: dm : A™ =1 = my(x) | 2™ — 1 = V sajatérték m-edik egységgyok, és A
diagonalizalhato.
- 0 1 | -
1 0 |
| 1
| 0
a | 0 J
(x —1)(z + 1)(2% + 2 + 1) csak 4-edfok.

Pl: A = = A% = I, és kisebb hatvany nem I, de ma(z) =

o~ O |
—_ o O |

Specialisan legyen A az n baziselemet ciklikusan permutalé méatrix: b, — b, 1 — - —

1
b; — b,. A matrixa: A = i ka(z) = (—=1)"(z™ — 1). Minden gyok
1 0
egyszeres = my(x) = 2" — 1.
A sajatértékek 1,w,...,w" !, ahol w = €2™/™ primitiv n-edik egységgyok.
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T To 1
: . ok
Al =] | Az wk-hoz tartozo sajatvektor
: T, .
o, T W(n—l)k:
1 1 1 e 1]
1 w w?
U=|1 w? : az attérés méatrixa.
T U GO
) - . 1 0 0
(V(1,w,w?*,...,w" ') Vandermonde-méatrix.)
w
Oszlopail ortogonalisak, és U’ = ﬁ - U unitér. U*AU’' =



