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Diszkrét Fourier-transzformalt

Polinominterpolacio:
Veéges sok fv.-értékhez keresiink (kis fok) polinomot.
n értékhez n darab x-hatvany (1,z,...,2" 1) linearis kombinAciojat.

Diszkrét Fourier-transzformalt:
Periodikus fv.-t (sin és cos fv.-ek Osszegét) illesztiink véges sok fv.-értékre (pl.
hanghullamok lebontéasa tiszta hangok Gsszegére). Nem pontos, mint a Fourier-sor, de
jol kozelit, ha az eredeti fiiggvény periodikus.

A fiiggvényértékeket a peridduson egyenld tavolsagban mérjiik.
Az egyszertiség kedvéért legyen 27 a periodus.

o, T1,...,TN_1 a fliggvényértékek a 0, %,2 . QW”, o (N=1) - QW” helyen.

Kell: X(), . ,XN_li

N-1 , N—1
g(z) = > Xpe™® = 3 (a, +iby)(cos(nz) + isin(nx)), ha X,, = a, + ib,
n=0 n=0
N—1
(valos része Y. a, cos(nx) — by, sin(nx), egy Fourier-sor kezdészelete)
-0
’ N1 2mi
ugy, hogy = = g(k - QWW) = Y X,e*x k.
n=0
n
Zo XO XO
== U = k [N 62]7\‘}7; nk : ,
TN-1 XN-1 : XN-1

és ez az U éppen a ciklikus permutacidos matrixot diagonalizald unitér matrix. = konnyt

-1
invertalni (ﬁU unitér = (LU> = —LU* = U! = +U"), és igy ebbdl az X-et

VN VN
kiszamitani:
k
Xo : Zo N-1
. 1 —mnk . ]_ _ 27 nk
: =5 nl... e N : , azaz Xn:N E e NN

Matrixok altalanositott inverze

Def. Ae KmM*"
B € K™ jobb inverze A-nak, ha AB = I,,.
C € K™ bal inverze A-nak, ha CA = I,,.

Ha A négyzetes, akkor
A jobb inverze bal inverz is, és igy = A~!
A bal inverze jobb inverz is, és igy = A1

Ha A nem négyzetes, akkor legféljebb jobb vagy bal inverze lehet, de nem mindketts, és
az nem is egyértelmt.
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Allitas. A € K™*"-re
1) A-nak 3 jobb inverze < rang A = m.
2) A-nak 3 bal inverze < rang A = n.

Bizonyitds. 1) =: m = rang I,,, = rang AB < rang A, x,, < m = végig =.

<: A: K" — K™ sziirjektiv = K™ egy bazisaban, C-ben megadhato egy B : K™ — K",
c; — b; leképezés, hogy Ab; = c; (tehat minden baziselemhez hozzarendeljiik az egyik
“Gsképeét 7). Ekkor ABc; = Ab; =c¢; Vc; = AB = 1.

2) =: n =rang I, = rang BA <rang A, x.,m, < n = végig =.

<:rangA =n = az A: K" — K™ leképezésre a dimenziotétel szerint n = dim Ker A +
dimIm A = dim Ker A + rang A = dim Ker A 4 n, igy Ker A = 0, azaz A injektiv. Ebbdl
kovetkezik, hogy K" egy bazisanak, B = {by,...,b, }-nek a képe A-nal (c¢; = Ab;, ha
i < n) szintén fliggetlen. Egészitsiik ki ezt egy C = {c1,...,Cpn, ..., Cp, } bazissd K™-ben,
és definidljuk C-t tgy, hogy Cc; = b;, ha ¢ < n, és 0 kiilonben. Ekkor CAb; = Cc; = b;
(i <n), tehat CA = I.

7\

) T

=

Egyoldali inverz kiszamitasa:

Gauss-modszerrel (szimultan egyenletrendszerek megoldasa):
AB=1, B=?
[A|I] =+ - -+ — [redukalt lépcss|B].

(Ha csak egy megoldas kell, akkor B-t megkaphatjuk tgy, hogy a B’-be 0 sorokat illesztiink
a szabad valtozoknak megfelel§ sorszamu helyekre. Az altalanos megoldast a szimultan
egyenletrendszer megoldasainak paraméteres felirasaval kapjuk.)

PL: (11 3 | 10 11 3| 10 (1 1o | 1/7  3)7
122 -1 | 01 00 -7 | -2 1 0 0 1 | 2/71 —1/7
[1/7  3/7
B = 0 0 | megfelel.
| 2/7 =17

CA =1, C =7 helyett az ATCT = I egyenletet oldjuk meg.

Def. A € K™*"™ teljes rangii, ha A rangja az m és n minimuma.

Ha A nem teljes rangt, akkor nincs egyoldali inverze, de van altalanositott inverze:



Alkalmazott algebra 9. eladas/3 2015 6sz

Def. A’ az A-nak altalanositott inverze, ha AA’A = A (azaz AA|im a = idpm 4).

Im A egy bézisa cq,...,ck

A’ : ¢; — b;, ahol b; € K" tetszdleges olyan,
amelyre Ab; = ¢; (egy-egy Gsképet valasztunk)
Ez kiterjeszthet6 K™-re linearisan,

mert cq, ..., c fiiggetlenek

Megjegyzés.

AB=1= ABA=A

CA—T > ACA— A = Az egyoldali inverz altalanositott inverz

Altalanositott inverz kiszamitasa

I, 0

Ae KM = 45 € Km*" P e K™*™ invertalhatok, hogy SAP = [ 0 0

} =: D, ahol
r =rang A (Id. az 1. feladatsort).

I, X

A’ altalanositott inverze A-nak & A’ = PD’S valamely D’ = v 7z

Tétel. A fenti jeloléssel [
Specialisan PDT S altalanositott inverz.

] matrixra.
nxm

Bizonyitds. A= AA'A & SAP = SAPP 'A'S~'SAP

W, X
—1 A7 Q-1 __ rXTr
Ha P A'S™" = { v Z]nxm, akkor
—1 4/ g—1 _ Ir 0 X Wrxr X . Ir 0 _ Wrxr 0
sappastsar= g - M 2] L6 el -1 el
Tehat A = AA'A <& W =1, a P~ A’S~! elsallitasiban, azaz ha A’ = P [{; )Z(] S
alakn. 0

Megjegyzés. 1. Az el6bbi tételben rang A’ = rang D’ > r, mert P és S invertalhatok.
2. Ha A teljes rangti matrix, akkor A’ sziikségképpen egyoldali inverz (1d. a 4. feladatsort)

Gauss-modszerrel:

sor oszlop

A | — —> _LL‘l_S — —> I |0

1 2

Pl.: Keressiik meg az A = {_2 4

—1 . .
2} valamelyik altalanositott inverzét!
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1 2 111 o 1 2 —1]1 0 1 0 O
{_2 4 QHO 1} 00 0J2 1] 7 [0 00
1 0 0] 1 -2 1
01 0 0 10
0 0 1] 0 0 1
10 1 -2 1
fgy S = {2 1] és P= |0 1 0. Az A matrix lépcsss alakjabol lathatjuk, hogy
0 0 1
r = rang(A) = 1, igy D’ barmilyen 3 x 2-es matrix lehet, amelynek a bal fels§ eleme 1.
1 1 9 2
Legyen példaul D’ = | =1 0 |. Ekkor A’ = PD'S = | —1 0. (Ellendrizziik!)
2 1 4 1

Tétel. Ha az Ax = b egyenletrendszernek van megoldasa, és A’ az A egy altalanositott
inverze, akkor az A’b is megoldas.

Bizonyitds. Legyen xq egy megoldas. Ekkor Axy = b. Igy A(A’b) = AA’Axy = Axy = b,
tehat A’b is megoldas. O

Megjegyzés. Akkor jo ezt alkalmazni, ha sok kiiléonb6z6 b-re kell megoldani ugyanazt az
egyenletrendszert, és A nem invertalhato (ha A invertalhato, akkor x = A~1b az egyetlen

megoldés). Viszont ellendrizni kell, hogy A’b valoban megoldéas-e. Ha nem, akkor nincs
megoldés.



