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Moore—Penrose-féle pszeudoinverz
Ha nincs megoldasa az Ax = b egyenletrendszernek, akkor a legjobban kozelité megoldést,

keressiik: xg, amire |Axg — b| minimélis, azaz Axg legyen Im A-ban a b-hez legk6zelebbi
vektor (b meréleges vetiilete Im A-ra).

} nem lehetséges b -k

ImA lehetséges b-k

Olyan A’ kell, amelyre AA’ az Im A-ra valo merdleges vetités.
Allitas. A egy meréleges vetités matrixa < A% = A, és A 6nadjungalt.

Bizonyitds. =: Volt. <: ma(x)|x? — z = z(x — 1) = minden sajatérték 0 és 1. Mivel A
onadjungalt is, unitérrel diagonalizalhato, és a diagonalis alakja [é 8} , tehat A valoban
merdleges vetités. 0

Def. Ac C™*"re AT € C"*™ az A pszeudoinverze, ha

(1) AA+A = A;

(2) AtAAT = A+,
(3) (AA™)" = AAY;
(4) (ATA)* = ATA.

Megjegyzés. A fenti négy feltétel mindegyike teljesiil, ha az alabbi médon vélasztunk
altalanositott inverzet:

(Ker A)J'

ImA

Ker A

Allitas. ® Ax = b-nek A*b az egyik legjobban kozelits megoldasa, azaz |[AATb — b| =
min { |[Ax — b||x € C" }.

Megjegyzés. Ebbdl kovetkezik, hogy ha van megoldas, akkor A™b megoldas.
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Bizonyitds. (1) = AATAAT = AAT

(3) = AAT 6nadjungalt
Mivel Im A > ITm AAT > Tm AATA =Tm A, ez egytttal az Im A = { Ax|x € C™ }-re valo
merdleges vetités, igy valoban AATb van legkdzelebb a b-hez az Im A vektorai koziil. O

} = AAT mer6leges vetités Im AAT-ra.

Allitas. A pszeudoinverz egyértelmii.

Bizonyitis. Ha X és Y pszeudoinverz, akkor

X2 xAx Y a4 x x Yavanxx = (4 v A xH)x Ly ayxax Cyax,

Y=YAY =YY*A* =YY*(A*X*A*) =Y (Y*A*)(X*A*) = Y(AY)(AX) =Y AX.
2 (3) (1) (3) (2)

Tehat X =Y. O

Pszeudoinverz kiszamitasa

Lemma. ®rang A*A = rang A (= rang A = rang A* = rang AA*)

Bizonyitds. A rang A*A = rang A egyenlGséghez elég: Ker A*A = Ker A (a dimenziotétel
miatt, és mert mindkett§ ugyanonnan képez).
>: nyilvanvalo.
< v € Ker A*A
=A"Av =0
=0=v"A"Av = (Av)*(Av) O
=Av =0
=v € Ker A.

A teljes rangn eset

Tétel. Legyen A € C™*"
1) Ha rang A = n = (A*A),x, invertdlhato, mert a lemma miatt n ranga, és AT =
(A*A)~1A*.
2) Ha rang A = m = (AA*),,xm invertalhato, mert a lemma miatt m rangt, és AT =

A*(AA")1,

Bizonyitds. Konnyen ellenérizhetjiik z pszeudoinverz definiciojaban szereplé négy egyen-
16séget. Pl. az elss esetben A’ = (A*A)~1A* bal inverze A-nak: A’A = (A*A)"1A*A =1,
és ebbdl (1), (2) és (4) kozvetleniil kijon: AA'A = Al = A, A/AA = JA' = A') &s
(A’A)* =T*=1= A'A, mig

(3): (AA)* = (A(A*A)7TA*)* = A((A*A)"H)*A* = A(A*A)~1A* = AA/; O

Altalanos eset

Tétel. Legyen A € C"*", ésrang A = r.
Ekkor 3B € C™*" ¢és C € C"™"" teljes rangi matrixok, hogy A = BC.
Es tetszéleges A = BC felbontasra, ahol B és C teljes rangtiak, AT = CT B+,

Bizonyitds. Az A métrix oszlopaibdl kivalaszthato az oszloptér egy bézisa: ezek B oszlopai
(r darab). C oszlopai azt mondjak meg, hogy a B oszlopainak milyen linearis kombinacidja
adja meg az A megfelel§ oszlopait (ez r x m-es). Igy BC = A.

B és C egyszerre meghatarozhaté egy Gauss-eliminécio segitségével:
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Hozzuk A-t elemi sormiiveletekkel redukalt 1épcsds alakra!

B: A oszlopai koziil az L-ben levs vezéregyesek oszlopainak megfelel§ sorszami oszlopok.
C: az L a 0 sorok nélkiil.

Ezutan AT = CT BT-re konnyen ellendrizhetsk a pszeudoinverzet definialo (1), (2), (3), (4)
tulajdonsagok, felhasznalva, hogy BT és CT bal-, illetve jobb inverz, amellett, hogy pszeu-

doinverz. O
1 2 -1 2
Pl.: 1. Bontsuk felaz A= |2 4 -1 1 | matrixot a fentiek szerint BC alakra, teljes
12 0 -1
rangi matrixok szorzatara!
1 2 -1 2 1 2 -1 2 1 2 0 -1
2 4 -1 1| — |0 O 1 -3 — |0 0 1 -3
12 0 -1 0 0 1 -3 0 0 0 O

Ebbdl leolvashato, hogy B az A els6 és harmadik oszlopabol all, és C' a redukalt 1épcsés
alak els6 két sorabol:

1 -1
1 2 0 -1
B=12 -1 és { ] .
1 0 0 0 1 -3
1 2 -1

2. Szamitsuk ki az A = {_2 4 2

} méatrix pszeudoinverzét! Keressiik meg az Ax =

{_13} megoldhatatlan egyenletrendszer legjobban kozelité megoldasat.

rang A = 1, tehdt A nem teljes rangu.

R - I 2 I R R

17 1
ccr=[1 2 —1]| 2| =1[6, ct=Cc*(cC*)t==| 2
_1_ -1
1 [ 1 1 1 =2
A+:C+B+:% 2| [1 —2]:% 2 —4
-1 -1 2

Ebbdl kiszamithaté az egyenletrendszer egyik legjobban kozelité megoldasa, xo =

0.16
AT 1.2 = 0.32 |, és erre az xp-ra Axg = 0.96 )
~1.8 o6 ~1.92
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SVD: szingularis értékek szerinti felbontas (Singular Value Decomposition)

Tudjuk: Ha A 6nadjungalt, pozitiv szemidefinit (a megengedd értelemben, tehat x*Ax >
A1

0 Vx), akkor JU unitér, amelyre A = UDU*, ahol D = , diagonalis, és

An
A1 > -+ >\, > 0 (ugyanis A minden sajatértéke nemnegativ valos szam, és vehetjiik az
U oszlopaiban all6 sajatvektorokat a sajatértékek csokkend sorrendjében).

Ha A 6nadjungélt, de nem pozitiv szemidefinit, akkor legyen a D diagonalis alak olyan,
hogy |[\i| > -+ > |Ax|. Az U oszlopaiban a negativ sajatértékii sajatvektorok elGjelét
ellenkezgjére valtoztatva kapjuk a szintén unitér U’ matrixot, amellyel

|A1]
A=U .
Al

Allitas. ® Legyen A € C™*", rang A = r.
Ekkor A* A 6nadjungélt, pozitiv szemidefinit, és rang A*A = r.

Bizonyitds. (A*A)* = A* A miatt A 6nadjungalt, és korabban belattuk, hogy rang A*A =
rang A. Tovabb4 tetszéleges x € C" vektorra x*A*Ax = (Ax)*(Ax) = |Ax|? > 0, tehat
A* A porzitiv szemidefinit. O

Def. A € C™*" szingularis értékei o1 > -+ > o, > 0, ahol 0?,...,02 az A*A pozitiv
sajatértékei multiplicitassal (ezekbdl éppen r = rang A darab van, mert r = rang A*A
miatt A*A 0-hoz tartozo sajataltere n — r dimenzios).



