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Tétel (SVD). Minden A € C™*" matrixhoz IM’' € C™*™ és M € C™*" unitér, hogy

A= MY M*, ahol ¥/ = [% 0

atlojaban az A matrix o1 > --- > o, > 0 szingularis értékei allnak.

} m X n-es blokkmatrix, és a ¥ r x r-es diagonalis métrix

Bizonyitds (és kiszamitas). A* A onadjungalt, pozitiv szemidefinit =

2 0}

IM € C™™" unitér: M*(A*A)M = [ 0 0

(Tehat M oszlopai az A*A ortonormélt bazist alkotd sajatvektorai — ha valamelyik
sajataltér 1-nél nagyobb dimenzits, akkor ortogonalizalni kell — a sajatértékek csokkend
sorrendjében, Y-ban pedig ezeknek a sajatértékeknek a négyzetgyokei allnak.)

M*(A*A)M = (AM)*(AM) diagonalis =

AM oszlopai ortogonalisak: AM = [T'|0],
ahol T oszlopainak abszolut értéke rendre o, ..., o,.

Ha ezeket lenormaljuk, és a kapott 7/ = TY~! matrix oszlopait kiegészitjiik ortonormalt
bazissa C"-ben, akkor egy
M/ = [T/|T1]n><n

unitér matrixot kapunk. Ezzel:

oora= [5im o= [5F 8- 8->

ugyanis 7T = (X7 )*T*T = £71¥2 = X, tovabba T) és T oszlopai merdlegesek
egymasra.
Igy A= M'S/M*.

Tétel (Redukalt SVD). Minden A € C™*" matrixhoz U’ € C™*" és U € C™*"
ortonormélt oszlopit matrixok, amelyekre A = U’XU*, ahol ¥ az a diagonalis matrix,
amelynek atlojaban az A matrix o1 > --- > o, > 0 szingularis értékei allnak.

Bizonyitds. Alljon U és U’ az SVD-tételbeli M, illetve M’ els6 r oszlopabol. Tehat
M = [U|M], M'"=[U'|Mj],
és ekkor az SVD-tétel szerint

_ N/ * __ / / E 0 U* _ / U* _ / *
A=MYSM*=[U Ml][o o} [Ml*}_wz 0][M1*]_U2U. O

Az SVD kiszamitasat kovetve U-t tigy kaphatjuk meg, hogy A* A els6 r (ortonormalt rend-
szert alkoto) sajatvektorat irjuk az oszlopaiba, U’-t pedig az AU oszlopainak normélasaval
kapjuk (ez ugyanaz, mint az AM els r, azaz a nem nulla oszlopainak a normaéltja).

1 2 . 5 10
Pl: A = [_2 _4], A*A = [10 20],kA*A(x):xQ—QSm:x(x—%), A1 = 25,

5 0
)\2:0,01:5,22[5], E/:|:O 0:|
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L e .1
A* A sajatvekora Ai-hez: 2], norméalva 7 [2}

| | |

A* A sajatvekora Ao-hoz: _12] , normalva % _12

a1 -2 . [ 50 o[ 12
M= 1’AM_¢5{—10 o M=% |2 1]

o 1 1 215 0 4 1 20 4 1 1
A=MAM _ﬁ{—z 1o o) vs|-2 1]~ vs|-2|bluElL 2

Megjegyzés. Ha A = M'D'M* valamely M, M’ unitér matrixokkal és D valos, nem-
negativ diagonalis matrixszal, amelynek atlos elemei csokkend sorrendben kovetkeznek,
akkor ez a felbontas sziikségképpen SVD, azaz D’ = ¥/, Ugyanigy, ha A = U’ DU*, ahol
U és U’ oszlopai ortonormaltak, és D valds, invertalhato, diagonalis matrix, az atlojaban
pozitiv, csokkend elemekkel, akkor ez a felbontas redukat SVD, azaz D = 3.

Megjegyzés. Ha m < n, akkor egyszertibb A* SVD-felbontasat kiszamitani, mert AA*
csak m x m-es, mig A*A n x n-es, és az A* = M'Y'M* felbontashol A = MX*M'™ is
SVD-felbontas az el6z6 megjegyzés miatt.

Az SVD alkalmazasai

Legyen A = M'Y'M* = U'SU* az A SVD, illetve redukalt SVD-felbontésa.
1) Polaris felbontas (A € C"*"-re):
A = PQ, ahol P pozitiv szemidefinit, és () unitér:
A — M/E/M* — M/E/(M/*M/)M* — (M/E/M/*)(M/M*),
ahol P = M'Y' M’ pozitiv szemidefinit, mert ¥/ az, és Q = M’M* unitér, mert
két unitér szorzata.
2) Pszeudoinverz tjabb kiszamitasi modja:
A=U'SU* = AT =USHU)*
(Ugyanis U’ és U* pszeudoinverze a *-a, és U’, ¥, U* mindegyike teljes rangt.)

3) Ax = 0 legjobb kozelité megoldésa az egységkoron (|x| = 1):
x az M utolso oszlopa, a hiba o, (=0, ha r < n), azaz Ax = o,,.

Biz.: M inv.-hat6 = Vx-hez van y, hogy x = My, és mivel M unitér, |y| = 1.

Ax = AMy = |Ax|* = (AMy)*(AMy) = y*M*A*AMy =
Y (E) Yy =2y =) otlwil* =00 > |ul* =07,

és ha y = e, akkor = van.

4) Alacsony rangu kozelités (Eckart—Young-tétel)
k< rre AR = g'®&s(k) (k) | rangi kbzelités, ahol
U'®Y az U’ elsé k oszlopa,
Y(*) a ¥ bal felss k x k-as részméatrixa,
U*) az U elsé k oszlopa.

Ekkor a hiba |[[A — A®)|| = | > o2
i=k+1
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(Egy A matrixra ||Al| = /> |ai;|?.)
2]

Ennek egy alkalmazasa: LSI (mogottes szemantikaju indexelés)
(késébb)

Nemnegativ matrixok

Def. A c R™*"
pozitiv matrix, ha Va,;; > 0 (jele: A > 0);
nemnegativ matrix, ha Va;; > 0 (jele: A >0).
A>B h A—B>0
A>B M A_B>0

Def. A € C"*" spektralsugara p(A) = max { |\| | A sajatértéke A-nak }.

A, B € R"™ "re

Tétel (Perron-tétel). Pozitiv matrixokra:
1) p(A) maga is sajatértek,
2) 1-dimenzios sajataltérrel, amelyet egy pozitiv vektor general.
3) Ha X sajatérték, és |A| = p(4) = X = p(A).
Bizonyitds. Késtbb.
A tétel altalanosithato bizonyos nemnegativ méatrixokra is (Frobenius-tétel).

Irreducibilis matrixok

Def. A > 0nxn-es matrix reducibilis, ha a sorok és oszlopok szimultan permutaciéjival
(azaz egy permutécios méatrixszal valéo konjugalassal) valodi blokk-A alakra hozhato:

frﬂAP::PTAP::[* *}.
0 =

Ekvivalens megfogalmazas:

Legyen G 4 irdnyitott graf {1,2,...,n }-en: i — j, ha a;; > 0. Ekkor
A reducibilis < {1,...,n }-nek 3 valodi részhalmaza, amelybdl nem megy él kifelé.

Def. A irreducibilis, ha nem reducibilis, azaz, ha a grafja erésen sszefiiggs (V cstcsbol
V csticsba el lehet jutni irdnyitott tton).

0 0 1 3 0 1 0 2 0 0 1 1
Pl.. |10 1 O 1 1 1 0 0 1 1 0 0
1 0 0 1 0 2 2 00 1 0 0
N I
3 30 3 3
reducibilis reducibilis irreducibilis irreducibilis
{1,3} 7 {2} {1,3} 4 {2}

Feladat: Milyen graf felel meg A”-nak? Bizonyitsuk be, hogy AT akkor és csak akkor
irreducibilis, ha A irreducibilis!
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Lemma.

1) A>0,B>0= AB >0.
2) A>0,v>0,v#0= Av > 0.
3) A>0,és Jko: Ao >0 = AF >0 VEk > k.

Bizonyitds. 1): nyilvanvalo.

2) Av elemei: Zj a;;v; > 0, mert minden tag > 0, és van olyan, ami > 0.

3) A-nak nincs 0 oszlopa, mert ha lenne, akkor A*0-nak is lenne. De akkor A* > 0 esetén
a 2) miatt A**1 = A . A*¥ minden oszlopa > 0. O

Tétel. A € R"*"™, A > 0-ra n > 2 esetén ekvivalens:
(i) A irreducibilis;

(i1) (A+1)" 1 >0

(ii) 3m > 0: (A+ )™ > 0.

Bizonyitds. (i) = (ii): G4 er6sen sszefiiggs, és G 44 r-ben emellett minden csticshoz keriil
egy hurok. Tetsz i-bdl j-be el lehet jutni G 4-ban legf6ljebb n — 1 lépésben (ha egy cstics
ismétlédik, rovidithetiink), és az utat meghosszabbithatjuk G 44 7-ben megfelels szamu
hurokkal n — 1 hosszuva.

(7i) = (di7): Nyilvan.

(131) = (i): Gayr erSsen Osszefiiggd (m lépésben mindenhonnan mindenhova el lehet
jutni), de akkor a hurkok nélkiil is az (i-bdl i-be is el lehet jutni a hurkok nélkiil, ha j
érintésével megyiink). 0



