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Def. A > 0-ra A primitiv, ha 3k: A* > 0 (azaz minden csticsbol minden csiicsba el lehet
jutni pontosan k hosszisagi sétaval).

Kovetkezmény. A primitiv = A irreducibilis.

Def. A imprimitiv, ha irreducibilis, de nem primitiv.

Allitas. A primitiv < Jko: k > ko-ra A* > 0.

Bizonyitds. A lemma 3) &allitasabol. O
0 1 1

Pl: AGo:2_ 71 "3 grafa A= |1 0 O | matriximprimitiv, mert irreducibilis ugyan,
1 0 0

de pl. 1-bsl 1-be csak paros hossztisagi tton lehet eljutni, tehat A*¥ nem pozitiv semelyik
paratlan k-ra. Vagy masképpen: A? diagonalis, tehat A%* diagonalis minden k-ra.

Tétel. A > 0 irreducibilis matrixra
A primitiv < G 4-ban az irdnyitott korok hosszanak l.n.k.o.-ja 1.

Bizonyitds. =: Ha alnk.o. =d > 1= A™ atlojaban csupa 0 van, ha m nem t6bbszorose
d-nek = A-nak oo sok olyan hatvanya van, amely nem pozitiv.

<: Ha a dy,...,d; korhosszak relativ primek, akkor V egész szam elGall z1dy + - - - + xdg
(z; € Z) alakban, s6t Img: Vm > myq el6all ilyen alakban x; > 0 egyiitthatokkal. Vegyiink
egy olyan iranyitott kort, ami minden csticsot érint (¢ hosszi). Ekkor mindenhonnan
mindenhova el lehet jutni pontosan 2¢ + mg hosszt sétaval (a hidnyt potoljuk korokkel).

O
0 1 0 0 1 1 1 1 1
Pl.: 0 0 1 1 0 1 1 0 0
1 0 0 1 1 0 1 0 0
Mindegyik irreducibilis.

WA .
3 3 3
imprimitiv: primitiv: primitiv:

csak 3 hosszu kor van. 3 2 és 3 hosszu kor. 31 hosszu kor.

Megjegyzés. A irreducibilis, és G 4-ban 3 hurok (az atloban 3 # 0 elem) = A primitiv.

Nemnegativ matrixok spektralsugara
Def. A cR"™", A > 0-ra
p(A)=sup{reR|I0O#v>0: Av>rv}

=sup{re€R|3Iv>0, |v|=1, hogy Av >rv}
=max{r € R|3Iv >0, |[v|=1, hogy Av > rv },
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ui. {v € R"||v| =1} korlatos, zart halmaz, és a v — max {r | Av > rv } folytonos fv.

vy V]

(adott vektorhoz a legnagyobb r: 0 < | @ | — | ! | esetén min { Z—; |v; #0}.
Un, vl

Tétel. p(A) = p/(A), ha A € R™", A > 0.

A tétel bizonyitasahoz kell a kovetkezs két lemma.

1. Lemma. Ha B € C"", A € R"™", V|b;j| < a;; = p(B) < p'(A). Specidlisan
o(4) < p/(A).

U1 |v1]
Bizonyitds. Legyen v = | : | sajatvektor B-hez, \ sajatértékkel, és w = : e R"

Un, ||
nemnegativ, nem nulla vektor. Belatjuk, hogy ekkor Aw > |A|w. Valoban:

J

([Alw)i = [Avi| = |(Bv):| = )sz‘j%“ <Y Mbisllvsl <) aiglog| = (Aw), Viere.
J i

Igy [A| < p'(A), és ez B minden sajatértékére igaz = p(B) < p'(A). 0

2. Lemma. Legyen A € R", A > 0, p/ = p/(A), és v a p’ definicidja szerint létezs
vektor: v >0, v #£ 0, és Av > p'v. Ekkor Av = p'v, azaz p’ sajatértéke is A-nak, és a v
sajatvektor p’-hoz. Tehat p'(A) < p(A).

Bizonyitds. u := Av — p'v > 0. Ha u # 0, akkor A > 0 miatt A(Av — p'v) > 0, azaz
A(Av) > p'(Av), és Av > 0, igy p'-t novelni lehetne, ami ellentmondés.
Tehat Av = p'v, vagyis v p’ sajatértékii sajatvektor. O

Bizonyitds (Tétel). (vazlat) Ha A > 0, akkor az 1. lemma miatt p(A) < p’(A), a 2. lemma
miatt pedig p(A) > p/(A), tehat p(A) = p'(A).

Ha A > 0, akkor minden ¢ > O-ra A, := A+ ¢J > 0, ahol J a csupa 1-ekbdl allo
matrix, igy p(A:) = p’'(A:). Hataratmenettel e — 0-ra kapjuk, hogy p(A) = p'(A).

Tétel (a spektralsugar becslése). Legyen A € R", A > 0. Ekkor
(1) (2)

s := minimalis sordsszeg < p(A) < maximalis sordsszeg =: S

minimalis oszlopdsszeg < p(A) < maximalis oszlopdsszeg

Bizonyitds. A sorosszegekkel vald becslésbdl kovetkezik az oszloposszegekkel valod becslés,
mert ku(z) = kyr(z) = p(A) = p(AT).

1 S1 ] 1
D: Al =] > ]=s-|"]|=s<p(A)=pl4).

1 Sn, S 1
(2): p(A) = p/(A) = Iv > 0, v # 0, amelyre Av > pv. Legyen v; a v legnagyobb
komponense. Ekkor

pv; < (Av); = Zj a;jv; < (Z] a;j)v; = 8;v; < Sv; = p < S, mert v; > 0.
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Koévetkezmény. B € C"*"-re p(B) < max { > i |i=1,...,n} az 1. Lemma miatt.

Gerschgorin-kérok: B € C"*" minden )\ sajatértékére van olyan i, hogy |\ — b;;| <
> |bijl, azaz a sajatértékek a b;; koriili Y |b;;| sugara korlapok univjaban vannak. (Nem
i#j i£j

bizonyitjuk.)

1 1 1
Pl.: B= |0 —1 1 |-reasajatértékek a |z —i] <2, |z+1] <1 és |z — 3| < 3 korokon
2 1 3

beliil vannak.

Perron-tétel

AeR™™ A > 0-ra
1. 3 h > 0 sajatvektor p(A) sajatértékkel;
2. a p(A)-hoz tartozo sajataltér 1-dimenzios;
3. p(A) csak egyszeres gyoke A karakterisztikus polinomjanak.
4. Ha X sajatértéke A-nak, és |A\| = p(A), akkor A = p(A);

Bizonyitds. Legyen p := p(A).
1.: 2. Lemma = Jh > 0 sajatvektor p-hoz. Ekkor ph = Ah > 0, igy h > 0.

2.: Tegyiik fel, hogy az el6bbi h-n kiviil van még egy v € R" fiiggetlen sajatvektor p-hoz (a
sajataltér dimenzioja csak A — pI rangjatol fiigg, tehat R™-ben ugyanannyi, mint C"-ben).
Ha v-ben van pozitiv (negativ) komponens, akkor 3¢ > 0 (¢ < 0): h—cv > 0, de nem > 0.
Ez ellentmond az 1. rész bizonyitasanak.

3.: Tegyiik fel, hogy p tobbszoros gyok. Ekkor a 2. rész miatt A Jordan-normalalakjaban
egyetlen p-blokk van, és feltehetjiik, hogy a Jordan-bazisban szerepel a h. Az el6tte levs
v baziselemre Av = pv + h. Megint feltehetjiik, hogy v € R". Je¢ > 0 skalar, hogy
v =v +ch > 0. Viszont erre

Av' = pv+h+cph=pv' +h > pv/,
ami azt jelentené, hogy p < p’(A), ami ellentmondas.

4.: Legyen v sajatvektor a \ sajatértékhez. Legyen w = [|v1]...|v,[]T mint az 1. lemma
bizonyitasaban. Ezzel:
pw; = |)\||Uz‘ = ‘(AV)1| = ‘Zj CLZ'j”Uj‘ S Zj aij|vj| = (AW)Z Vi = PW S Aw.

De akkor a 2. lemma szerint pw = Aw, tehat végig = van. A AA-egyenlGtlenség egyenlGsége
miatt ebbdl kévetkezik, hogy a;; és a;;, minden j, k-ra egyiranyt (ui. a;; > 0 minden j-re)
= Je € C: |g| =1, és v; = |v;|e Vj. Igy v = ew. De w p-sajitvektor, igy v is az, viszont
v A-sajatvektor is = A = p.

O



