
Alkalmazott algebra 12. el®adás 2015 ®sz

Def. A ≥ 0-ra A primitív, ha ∃k: Ak > 0 (azaz minden súsból minden súsba el lehet

jutni pontosan k hosszúságú sétával).

Következmény. A primitív ⇒ A irreduibilis.

Def. A imprimitív, ha irreduibilis, de nem primitív.

Állítás. A primitív ⇔ ∃k0: k ≥ k0-ra Ak > 0.

Bizonyítás. A lemma 3) állításából. ⊓⊔

Pl.: AGA : 2−→
←−

1−→
←−

3 gráfú A =





0 1 1
1 0 0
1 0 0





mátrix imprimitív, mert irreduibilis ugyan,

de pl. 1-b®l 1-be sak páros hosszúságú úton lehet eljutni, tehát Ak
nem pozitív semelyik

páratlan k-ra. Vagy másképpen: A2
diagonális, tehát A2k

diagonális minden k-ra.

Tétel. A ≥ 0 irreduibilis mátrixra

A primitív ⇔ GA-ban az irányított körök hosszának l.n.k.o.-ja 1.

Bizonyítás. ⇒: Ha a l.n.k.o. = d > 1 ⇒ Am
átlójában supa 0 van, ha m nem többszöröse

d-nek ⇒ A-nak ∞ sok olyan hatványa van, amely nem pozitív.

⇐: Ha a d1, . . . , dk körhosszak relatív prímek, akkor ∀ egész szám el®áll x1d1 + · · ·+ xkdk
(xi ∈ Z) alakban, s®t ∃m0: ∀m ≥ m0 el®áll ilyen alakban xi ≥ 0 együtthatókkal. Vegyünk

egy olyan irányított kört, ami minden súsot érint (ℓ hosszú). Ekkor mindenhonnan

mindenhova el lehet jutni pontosan 2ℓ+m0 hosszú sétával (a hiányt pótoljuk körökkel).

⊓⊔

Pl.:





0 1 0
0 0 1
1 0 0









0 1 1
1 0 1
1 1 0









1 1 1
1 0 0
1 0 0





Mindegyik irreduibilis.

imprimitív:

sak 3 hosszú kör van.

primitív:

∃ 2 és 3 hosszú kör.

primitív:

∃ 1 hosszú kör.

Megjegyzés. A irreduibilis, és GA-ban ∃ hurok (az átlóban ∃ 6= 0 elem) ⇒ A primitív.

Nemnegatív mátrixok spektrálsugara

Def. A ∈ R
n×n

, A ≥ 0-ra

ρ′(A) = sup { r ∈ R | ∃0 6= v ≥ 0 : Av ≥ rv }

=sup { r ∈ R | ∃v ≥ 0, |v| = 1, hogy Av ≥ rv }

=max { r ∈ R | ∃v ≥ 0, |v| = 1, hogy Av ≥ rv },
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ui. {v ∈ R
n | |v| = 1 } korlátos, zárt halmaz, és a v 7→ max { r |Av ≥ rv } folytonos fv.

(adott vektorhoz a legnagyobb r: 0 ≤





v1
.

.

.

vn



 7→







v′1
.

.

.

v′n






esetén min {

v′

i

vi

| vi 6= 0 }.

Tétel. ρ(A) = ρ′(A), ha A ∈ R
n×n

, A ≥ 0.

A tétel bizonyításához kell a következ® két lemma.

1. Lemma. Ha B ∈ C
n×n

, A ∈ R
n×n

, ∀|bij | ≤ aij ⇒ ρ(B) ≤ ρ′(A). Speiálisan

ρ(A) ≤ ρ′(A).

Bizonyítás. Legyen v =





v1
.

.

.

vn





sajátvektor B-hez, λ sajátértékkel, és w =







|v1|
.

.

.

|vn|






∈ R

n

nemnegatív, nem nulla vektor. Belátjuk, hogy ekkor Aw ≥ |λ|w. Valóban:

(|λ|w)i = |λvi| = |(Bv)i| =
∣

∣

∣

∑

j

bijvj

∣

∣

∣
≤

∑

j

|bij ||vj| ≤
∑

j

aij |vj | = (Aw)i ∀i−re.

Így |λ| ≤ ρ′(A), és ez B minden sajátértékére igaz ⇒ ρ(B) ≤ ρ′(A). ⊓⊔

2. Lemma. Legyen A ∈ R
n
, A > 0, ρ′ = ρ′(A), és v a ρ′ de�níiója szerint létez®

vektor: v ≥ 0, v 6= 0, és Av ≥ ρ′v. Ekkor Av = ρ′v, azaz ρ′ sajátértéke is A-nak, és a v

sajátvektor ρ′-höz. Tehát ρ′(A) ≤ ρ(A).

Bizonyítás. u := Av − ρ′v ≥ 0. Ha u 6= 0, akkor A > 0 miatt A(Av − ρ′v) > 0, azaz
A(Av) > ρ′(Av), és Av > 0, így ρ′-t növelni lehetne, ami ellentmondás.

Tehát Av = ρ′v, vagyis v ρ′ sajátérték¶ sajátvektor. ⊓⊔

Bizonyítás (Tétel). (vázlat) Ha A > 0, akkor az 1. lemma miatt ρ(A) ≤ ρ′(A), a 2. lemma

miatt pedig ρ(A) ≥ ρ′(A), tehát ρ(A) = ρ′(A).
Ha A ≥ 0, akkor minden ε > 0-ra Aε := A + εJ > 0, ahol J a supa 1-ekb®l álló

mátrix, így ρ(Aε) = ρ′(Aε). Határátmenettel ε → 0-ra kapjuk, hogy ρ(A) = ρ′(A).

Tétel (a spektrálsugár beslése). Legyen A ∈ R
n
, A ≥ 0. Ekkor

s := minimális sorösszeg

(1)

≤ ρ(A)
(2)

≤ maximális sorösszeg =: S

minimális oszlopösszeg ≤ ρ(A) ≤ maximális oszlopösszeg

Bizonyítás. A sorösszegekkel való beslésb®l következik az oszlopösszegekkel való beslés,

mert kA(x) = kAT (x) ⇒ ρ(A) = ρ(AT ).

(1): A





1
.

.

.

1



 =





s1
.

.

.

sn



 ≥





s
.

.

.

s



 = s ·





1
.

.

.

1



 ⇒ s ≤ ρ′(A) = ρ(A).

(2): ρ(A) = ρ′(A) ⇒ ∃v ≥ 0, v 6= 0, amelyre Av ≥ ρv. Legyen vi a v legnagyobb

komponense. Ekkor

ρvi ≤ (Av)i =
∑

j aijvj ≤ (
∑

j aij)vi = sivi ≤ Svi ⇒ ρ ≤ S, mert vi > 0.
⊓⊔
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Következmény. B ∈ C
n×n

-re ρ(B) ≤ max
{
∑

j |bij|
∣

∣ i = 1, . . . , n
}

az 1. Lemma miatt.

Gershgorin-körök: B ∈ C
n×n

minden λ sajátértékére van olyan i, hogy |λ − bii| ≤
∑

i6=j

|bij |, azaz a sajátértékek a bii körüli
∑

i6=j

|bij| sugarú körlapok uniójában vannak. (Nem

bizonyítjuk.)

Pl.: B =





i 1 1
0 −1 1
2 1 3





-re a sajátértékek a |z − i| ≤ 2, |z + 1| ≤ 1 és |z − 3| ≤ 3 körökön

belül vannak.

Perron-tétel

A ∈ R
n×n

, A > 0-ra
1. ©B ∃ h > 0 sajátvektor ρ(A) sajátértékkel;
2. ©B a ρ(A)-hoz tartozó sajátaltér 1-dimenziós;

3. ρ(A) sak egyszeres gyöke A karakterisztikus polinomjának.

4. Ha λ sajátértéke A-nak, és |λ| = ρ(A), akkor λ = ρ(A);

Bizonyítás. Legyen ρ := ρ(A).

1.: 2. Lemma ⇒ ∃h ≥ 0 sajátvektor ρ-hoz. Ekkor ρh = Ah > 0, így h > 0.

2.: Tegyük fel, hogy az el®bbi h-n kívül van még egy v ∈ R
n
független sajátvektor ρ-hoz (a

sajátaltér dimenziója sak A−ρI rangjától függ, tehát R
n
-ben ugyanannyi, mint C

n
-ben).

Ha v-ben van pozitív (negatív) komponens, akkor ∃c > 0 (c < 0): h− cv ≥ 0, de nem > 0.
Ez ellentmond az 1. rész bizonyításának.

3.: Tegyük fel, hogy ρ többszörös gyök. Ekkor a 2. rész miatt A Jordan-normálalakjában

egyetlen ρ-blokk van, és feltehetjük, hogy a Jordan-bázisban szerepel a h. Az el®tte lev®

v báziselemre Av = ρv + h. Megint feltehetjük, hogy v ∈ R
n
. ∃c > 0 skalár, hogy

v
′ = v + ch ≥ 0. Viszont erre

Av
′ = ρv + h+ cρh = ρv′ + h > ρv′,

ami azt jelentené, hogy ρ < ρ′(A), ami ellentmondás.

4.: Legyen v sajátvektor a λ sajátértékhez. Legyen w = [|v1| . . . |vn|]
T
mint az 1. lemma

bizonyításában. Ezzel:

ρwi = |λ||vi| = |(Av)i| =
∣

∣

∑

j aijvj
∣

∣ ≤
∑

j aij |vj | = (Aw)i ∀i ⇒ ρw ≤ Aw.

De akkor a 2. lemma szerint ρw = Aw, tehát végig = van. A△-egyenl®tlenség egyenl®sége

miatt ebb®l következik, hogy aij és aik minden j, k-ra egyirányú (ui. aij > 0 minden j-re)

⇒ ∃ε ∈ C: |ε| = 1, és vj = |vj |ε ∀j. Így v = εw. De w ρ-sajátvektor, így v is az, viszont

v λ-sajátvektor is ⇒ λ = ρ.

⊓⊔


