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Frobenius-tétel

A cR™"™ A >0 irreducibilis métrixra,
1. 3 v > 0 sajatvektor p(A) sajatértékkel;
2. a p(A)-hoz tartozo sajataltér 1-dimenzios;
3. p(A) csak egyszeres gyoke A karakterisztikus polinomjanak.

Bizonyitis. 1. Airred. A>0=3Im >0: B=(A+1)">0
A1 (A +1)™
A~ o . o | Jordan-alak = B = (A+1)" ~ « . 0
An (An + 1)™
p(B) = max; |(Ai +1)™| < max(|Ai| +1)™ < (p(A) +1)™,
viszont p(A) s.é.-e A-nak = (p(A)+1)™ s.é.-e B-nek = p(B) = (p(A) +1)™

dv > 0 A-s.vektor p(A)-hoz = v B-s.vektor p(B) = (p(A) +1)"-hez = v >0

3.: p(A) csak egyszer szerepel a \;-k kozott, mert p(B) = (p(A) + 1)™ is csak egyszer
szerepel a (\; + 1)"-ek kozott.

2. kovetkezik a 3.-bol. O
Pl.: A Perron-tétel 4. allitasa (hogy a p(A)-n kiviil nincs masik maximélis abszolit
érteki sajatérték) nem teljesiil altalaban irreducibilis matrixokra, pl. A = 8 (1) 2
irreducibilis, de minden sajatértéke 1 abszolut értékd (harmadik egységgyokok) .1 b
Allitas. Ha A > 0 primitiv = p(A) az egyetlen p(A) abszolut értékii sajatértéke.
Bizonyitds. A primitiv = Jk: AF > 0. Legyen p := p(A), tegyiik fel, hogy ) sajatérték,
és [\ =p, de X # p.

Ekkor Ju s.vektor A\-hoz, és v s.vektor p-hoz.
= u, v s.vektora A*-nak is \* és p* sajatértékkel, és |\F| = p¥.

A Frobenius-tétel 1. részének bizonyitasdhoz hasonléan p(A¥) = p* = a Perron-tétel 4.
allitasa miatt \* = p¥. De akkor A-nak a p(A¥) = pF-hoz tartozo sajataltere legaldbb
2-dimenzios (tartalmazza u-t és v-t), és ez ellentmond a Perron-tétel 2. allitdsdnak. O

Kovetkezmény. Primitiv matrixokra is teljesiilnek a Perron-tétel allitasai.

Matrixsorozatok limesze

Def. Ay, Ay, ... € C™*" méatrixsorozatra

(k) _

j

lim Ax = B,ha Vi, j-re lim a ij-
k—o0 k—o0

Ezzel ekvivalens, hogy ||Ax — B|| — 0.
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Lemma. B € C"*", p(B) <1 = lim B¥=0

k—o0

Bizonyitds. Elég B Jordan-normaélalakjanak Jordan-blokkjaira belatni. Legyen J = AI+N
A-blokk, ahol [A| < p(B) < 1.

JF=(+N)k=3%", (’:) Nt Nt Egy rogzitett helyen (és igy rogzitett t-re) a hatvanyok
eleme: (¥)\*=t = p(k) - A, ahol p(k) polinom, és igy Jim p(k)A* = 0. O
—00

k
Tétel. A > 0 irreducibilis és primitiv = (m) — v-u’l, ahol v az A-nak, u pedig
P

AT-nak p(A) = p(AT)-hoz tartozos sajétvektora, amelyekre u”

v = 1 teljesiil.

Bizonyitds. p:= p(A), ka(x) = (x — p(A))g(z), ahol a két faktor relativ prim, mert p(A)
csak egyszeres gyok. Igy

p | 0
3C invertalhato, hogy C~1AC = | — — | blokkmatrix.
0 | =
uT
Legyen C =[v | x|, ésC7 1=
*
A 1 | 0]
Ekkor C~! (—)C: - — |, ahol p(B) < 1
P 0 | B]
k AN\ (1 | 0
(C’_l—C> =1 <—) C— |- — | a lemma miatt
P P _O ‘ 0

o
o
=
o
*

s I=C1C=| - |[v | *]=|— —| =ulv=1

v és u skalarszoros erejéig leolvasha];c(’) a limeszbdl. v az A p-hoz tartozo s.vektora a C'
valasztasa alapjan, és mivel (A—T) — (vu)T = uv? is igaz, u az AT p-hoz tartozo
s.vektora. g 0
Tétel. A > 0 irreduciblis méatrixra

A primitiv < A-nak csak egy maximalis abszolut értékd sajatértéke van.

Bizonyitds. (vazlat) Az = iranyt lattuk, a masik az el6z6 tétel segitségével bizonyithatod

ANF
(v-r6l és u-rdl is feltehetjiik, hogy pozitivak, és akkor elég nagy k-ra (—) > 0). O
p
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Sztochasztikus matrixok

Def. Véges allapoti Markov-lanc:
allapotok: {1,...,n}
Xo, X1, . .. valoszintiségi valtozok (értékkeészletiik C {1,...,n})
P(Xp41 =1 Xk =J) = a;j (a j — ¢ dtmenet valoszintisége)
X, eloszlasa egy vy, sztochasztikus vektor (V eleme € [0, 1], dsszegiik 1), és
vE+D) — Ay (k)
v(0) = a kezdeti eloszlas.

Def. A sztochasztikus matrix: V eleme € [0, 1], és az oszlopok Osszege 1.

Allitas. A sztochasztikus matrix = p(A) = 1.

Bizonyitis. A > 0, és minden oszloposszeg 1 = 1 < p(A) <1 O

Ko6vetkezmény. Ha A primitiv sztochasztikus matrix, akkor A¥ — v-[11... 1], ahol v az
A 1-hez tartozé sztochasztikus sajatvektora (ui. az AT 1-hez tartozo s.vektora [11... 1]7.)
= Tetszleges v sztochasztikus vektorra A¥vy — v.

Kovetkezmény. Duplan sztochasztikus matrixban (A és AT is sztochasztikus) AF —
1 1
111 1

Pl.: Egy bolha ugral a szidmegyenes 1, 2, 3 és 4 pontjain. Minden mésodpercben
ugrik egyet; ha az l-esen vagy a 4-esen van, akkor % valoszintiséggel 1 tavolsigra, %
valoszintiséggel 2 tavolsdgra ugrik befelé, ha a 2-esen vagy a 3-ason, akkor valamelyik
szomszédos szamra ugrik, %—% valoszintiséggel. Ha véletlenszertien rahelyezziik az egyik

pontra, hova tart a bolha helyzetének valoszintiségeloszlasa?

Megoldds: Az adott allapotokbol az adott allapotokba valé atmenet valoszintiségeit az
0o 1/2 0 0

2/3 0 1/2 1/3
1/3 1/2 0 2/3
0 0 1/2 0

A= primitiv matrix adja meg. A spektralsugara 1 (az Osszes

1
oszloposszeg 1, mert A sztochasztikus), és az 1-hez tartozo sajatvektorok ¢ - ; alakuak.
1
Ha az AFvq sorozat v kiindulé vektora egy valoszintiségeloszlas, azaz a vektor elemeinek
1/6
Osszege 1, akkor a hatarérték is az, tehat a sajatvektorok koziil az ;;2 vektort kapjuk.
1/6
0.172 0.167
0.326 0.333
10, — 20q. _
PlLoATer=10340( 471 = | 0334

0.162 0.166



