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. Hatdrozzuk meg az aldbbi fliggvénysorok konvergenciatartomdnydt, és a mdsodik fiiggvény-
oo o

sor dsszegfigguényét! a) > nV® b) > n(x+8)3" (2+10 pont)
n=1

n=1
Megoldés: a) y/z > 0 minden olyan x-re, amire értelmezve van, igy nV* > 1 a sor ér-
telmezési tartoméanyéan, kovetkezésképpen a sor sehol nem konvergens, mert a tagok nem

tartanak 0-hoz.
(e ]

b) Legyen y = (z + 8)3. Az > ny™ sor konvergenciasugara lim1/{/n = 1, és a konver-
n=1
genciatartomanya (—1,1), mert a hatarpontokon nyilvan divergens (a tagok nem tartanak

0-hoz). Igy az eredeti sor pontosan akkor konvergens, ha |(z+8)3| < 1, azaz a konvergenc1—

atartomanya (—9, —7). Az y-ra felirt hatvanysor 6sszegfiiggvénye Z ny" =y- Z ny" "t =

n=1 n=1

/ /
> o 1 /
Y- Z y'l =y- Z y'l =y- (—) = %, igy az eredeti sor Gsszegfiigvénye
—~ — 1—y 1—-y)
(x +8)3
(1—(z+8)%)*
a) Adjuk meg az g~ T +2 fligguény 0 kérili Taylor-sordt!

b) Adjuk meg a 22e* fiigguény 0 korili Laurent-sordt, és szamitsuk ki ennek a fiigguény-
nek az integrdljdat a |z| = 2 kéron! (8+7 pont)

. —2242 2 —z2 2 o 1 2\n o (D)™ on+t1
Megoldas: a) ze =e° - xe =elz- Y L) =Y “ilu
= n=0

b) 22ei/* = 22 3> L(L)yn = S° L F2 Itg 271 egyiitthatoja (n = 3-nal) i°/6 = —i/6,
n=0 n=0

tehat ez a fiiggvény reziduuma O-ban, és ebbdl az integral értéke —im/3.

. Hatdrozzuk meg az dsszes olyan z komplex szamot, amelyre tg z = 2i. (8 pont)

Megoldéas:
sin z = 27 cos z

—ishiz = 2ichiz
—i(e"* — e %) /2 = 2i(e"* + e %) /2
et 4 et — 9giz 4 9p—iz
3¢** +1=0
¥ = —1/3 = %(COST( +isinm)
2iz=1In(1/3) +i(2k + 1)m

2k +1 1 2k +1 In3
— Ziln1/3 = ;
5T~ 5iln /3 ) 7T—|—@2

Zz =

. Legyen f(x) = [z], ha 2 < x < 4, és tegyiik fel, hogy f(x) = f(x + 2) igaz minden x-re.
(lx] az x egész részét jeloli, azaz azt a legnagyobb egész szamot, ami nem nagyobb x-nél.)
Hatdrozzuk meg f Fourier-sordt! Rajzoljuk fel f-nek és Fourier-sora dsszegfiigguényének a
grafikonjdt a [0, 6] intervallum félott! (10 pont)



Megoldas: f(z) =2a ..., [-2,—1), [0,1), [2,3), [4,5), ...intervallumokon és f(z) = 3

minden més helyen. A Fourier-sor grafikonja annyiban kiilonbozik f grafikonjatol, hogy

az az r egész értékein g-et vesz fel. A filiggvény periddusa 2p = 2. f Fourier-sora

o) 1 2

> cosan(mnz) 4+ bysin(rnz). Itt by = 0, a9 = 3([2dzr + [3dz) = 2, tovabba
0 1

n=0

1 2
n > l-re a, = [2cos(nmz)dz + [3cos(nmz)dr = [-= sin(nmz)]} + [ sin(nmz)]? = 0,
0 1
1 2
és b, = [2sin(nrz)de + [3sin(nmz)de = [Z2 cos(nma)l + [22 cos(nrz)]f = = +
0 1

L) =

nm

24 k;zo ﬁ sin((2k + 1)7z).

%(—1 +(—=1)"), és ez 0, ha n péaros, és ;—TQF, ha n paratlan. Tehét a Fourier-sor

. Hol differencidlhaté és hol requldris az f(z) = (1 — |2])? fiiggvény? (10 pont)

Megoldas: f(z + yi) = (1 — /a2 +92)? = 1 + 22 + 3% — 2\/22 + 92 tehat u(z,y) =
L+ 2+ y* = 2y/a2 +y? és v(x,y) = 0, az f fliggvény f(z + yi) = u(z,y) + iv(z,y)
2z
2?4+ y? = 1 esetén teljesiil. Hasonléan kapjuk, hogy u, = —v, csak y = 0 vagy z? +y* =1
esetén igaz. Tehat a fliggvény legfeljebb z = 0O-ban és az origo kdzéppontu egységkoron
lehet differencialhaté. Az egységkoron valoban differencialhatd, mert ott amellett, hogy
u, v kielégitik a Cauchy—Riemann-féle differenciadlegyenleteket, maguk is differencialhaté
fiiggvények. z = 0-ban viszont f/(0) = ,lii%(l — |2])?/2 nem létezik, tehat ott f nem

elgallitasdban. Igy u, = 2z — és v, = 0, tehdt u, = v, csak x = 0 vagy

differencialhato.
. Szdmitsuk ki az pra fliggvény integrdlyat a —2i, 1 és —1+1 csucsok dltal meghatdrozott
24+ 2
zdrt hdromszégvonalon! (10 pont)

™z

Megoldas: Az f(z) = fiiggény szingularitasi helyei 0 és +i. Fzek kozil 0 és

/2

24 + 22
87TZ

—i esik a haromszog belsejébe. Egy 0 koriili kis koron integralva az f(z) = 21
z

2 Tz /
fiiggvényt a Cauchy-féle integralformuldk felhasznéilasaval a 11'2 (267“) |2=0
I\ %
7T€7TZ(252 + 1) — %9y
(22 + 1)2
g T2

ralva az ———/(z + i) alakban irhat6 f fliggvényt, az eredmény 2mi———|,—_;
22(z — 1) 22(z — 1)

—Tre

e
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|.—o = 27?i eredményt kapjuk, mig egy —i koriili kis koron integ-

= me~ ™ = —7. Tehat f integralja a megadott haromszog mentén —m 4 272i.
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