Mat. B4 1. ZH 2006. &prilis 7.

. A (0,1] félig nyilt intervallumbdl véletlenszerden vdlasztunk két szémot. Legyen & a két szdm kizil a nagyob-
biknak o kisebbikkel vett hdnyadosa.

a) Hatdrozzuk meg a & eloszldsfiigguényét!

b) Szdmoljuk ki a P(3 < £ < 5) valdsziniség értékét! (9 pont)
Megoldds: a) Legyen x és y a két kivalasztott szdm. = < y esetén { = £, y < x esetén { = % Mivel
x-et és y-t egyméstol fliggetleniil valasztjuk a (0,1] intervallumbol, tekinthetjiik agy, hogy a (0,1] x (0,1]
egységnégyzetbdl valasztunk véletlenszerten egy (x,y) koordinataju pontot. ¢ értéke legalabb 1, igy Fe(t) =
P <t)=0,hat <1. t>1esetén a & < t feltételt kielégité pontok a négyzet y = x folotti felében
azok, amelyek az y = tx egyenes alatt vannak, az y = x atlé alatti részben pedig azok, amelyek az y = %z
egyenes folott vannak. Az igy meghatarozott deltoid teriilete 1 —2-1-4.1 =1-1, gy Fe(t) = P(€ < t) =
(1-14)/1=1-1. Osszefoglalva, ¢ eloszlasfiiggvénye:

0 hax <1
Fﬁ(m):{ ~1 hal<z

b) P(3 <& <5) = Fe(5) — Fe(3), mert F folytonos, és ennek az értéke a fontiek szerint (1—£) — (1—3) =
112

375 15°

. Egy cukrdszddban egy ottagu tdrsasdgbdl ketten krémest, ketten csokolddétortdt kérnek, egy valaki pedig fagy-
laltot. A pincér folirja a rendelést, de azt elfelejti, hogy ki melyik édességet kérte, Igy azokat véletlenszerien
rakja az asztalra o tdrsasdg tagjai elé.

a) Mi a wvaldszinisége annak, hogy legfoljebb két embernek kell cserélnie ahhoz, hogy mindenki el6tt az
legyen, amit rendelt?
b) Mi a valdsziniisége annak, hogy a pincér eredeti leosztdsdban senki sem o sajdt kérésének megfeleldt
kapja?
(9 pont)

Megoldds: A rendelt édességek elosztasara (3)(3) = 30 lehetéség van.

a) Ha hiba van az elosztasban, de azt egyetlen cserével ki lehet javitani, az azt jelenti, hogy egyetlen par
kapott mast, mint amit rendelt, mindenki méas azt kapta, amit kért. Raadasul ez a két ember mést
rendelt (mert kiilonben nem kellene cserélniiik). Ilyen par a valaszthato (g) = 10 péar koziil 8 van.
Ehhez hozzaszamitva azt az esetet, amikor j6 a leosztas, 9 esetben elég legfoljebb egy csere. Tehat
annak a valoszintsége, hogy legf6ljebb egy csere elég, % = 0,3. De fel is lehet sorolni a lehetséges
elosztasokat: ha KKCCF volt a rendelés, akkor a feltételeknek megfelels elosztasok: KKCCF, FKCCK,
KFCCK, KKFCC, KKCFC, CKKCF, KCKCF, CKCKF és KCCKF.

b) Ha KKCCF volt a rendelés, akkor csak a kiovetkezd elosztdsoknal nem kapja senki azt, amit kért:

FCKKC, CFKKC, CCFKK és CCKFK. Tehat a valoszintiség 3% = 1—25

. Egy focimérkézés dontetlennel végzddik, igy 11-es rigdsokra keril sor. Ennek sordn mindkét csapat 5-5 jdté-
kosa egy-egy 11-est 16. A Karakdszéorcsog FC ot kijelolt jatékosdbol hdrom 0,8, mig kettd 0,6 valdszinidséggel
lovi be a 11-est.

a) Mennyi a valdszinidsége, hogy az elsé két lovésik mindegyike betaldl, ha a jdtékosok sorrendjét sorshi-
zdssal dontotték el?
b) Ha az elsé két jdtékos gdlt rig, mennyi a valdszinisége, hogy a jobbak még hdtra vannak?
(9 pont)

Megoldds: Csak az szamit, hogy az elsé két helyre melyik jatékosokat sorsoljak, erre pedig (g) = 10 (azonos
valoszintség) lehetSség van. A 10 eset koziil egyben két 0, 6-0s jatékos keriil az els6 két helyre (legyen ez
a B; esemény), 2 -3 = 6 esetben egy 0,6-0s és egy 0,8-as (B2 esemény), (g) = 3 esetben pedig két 0, 8-as
(B3 esemény). gy P(By) = 0,1, P(By) = 0,6, és P(B3) = 0,3. Ha A-val jeloljiik azt az eseményt, hogy az
els6 két jatékos golt rag, akkor azt tudjuk, hogy P(A|B1) =0,6-0,6 = 0,36, P(A|B2) = 0,6-0,8 = 0,48,
és P(A|Bs) =0,8-0,8 = 0, 64.

3
a) A teljes valoszintiség tétele szerint P(A) = > P(A|B;)P(B;) =0,1-0,36+0,6-0,4840,3-0,64 = 0,516.
i=1
b) A Bayes-tétel szerint P(B;|A) = P(A|B;)P(B1)/P(A) =0,036/0,516 = 3/43 =~ 0, 07.
. Legyen
0 hax <0
_J5/8 hal<z<l
fe(@) = /23 hal<ax<?2
0 ha2 <z
Adjuk meg £ vdrhato értékét, szordsdt és eloszldsfiggvényét. (9 pont)
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D(€) ~ 0, 491.
Az eloszlasfiiggvényt kiszamolhatjuk az Fe(z) = [ fe(t)dt Osszefiiggés segitségével: z < 0 esetén

x 0 x 1
Fe(x)= [ 0dt=0,0<z <1lesetén Fe(z) = [ 0dt+ [Sdt =3z, 1 <z <2esetén Fe(z) =0+ [Sdt+
—00 0 0
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[Hdt=24 -] =23 +3=9— 55, vegill 2<wesetén Fe(z) =0+ [2dt+ [ L dt+ [0dt = 1.
1 0 2

Osszefoglalva:

haz <0
T had<x <1
— 5z hal<z<2
ha 2 <z

Fe(z) =

— oolcoolor O

De felhasznélhatjuk az eloszlasfiiggvény kiszamitasahoz azt a tényt is, hogy Fe(z) a primitiviiggvénye fe(x)-
nek ott, ahol az utébbi folytonos, tovabba F¢(z) folytonos, és ismerjiik a limeszét —oo-ben és oo-ben. Tehéat

c1 ha <0
%x—i—cQ ha0<z<1

Fe(x) = —3z4c3 hal<z<2
C4 ha2 <z
ahol ¢ = 0, mert lim = 0, 0 = ¢g, mert F¢(z) folytonos 0-ban, % = f% + ¢3 az 1-beli folytonossagbol

r——00

kovetkezik, és ebbdl c3 = %7 végiil s = 1 kovetkezik a 2-beli folytonossaghbol, de abbolis, hogy lim Fe(x) = 1.

Igy is a fenti eloszlasfiiggvényhez jutunk.



