Bevezetés az algebraba 1 1. gyakorlat 2018. szeptember 3.

a) Hanyféleképpen lehet 8 gyereket letiltetni egy sorba?
b) Hdnyféleképpen lehet 8 gyereket feliltetni eqy 8 hintdbol dllé kérhintdra?
c) Hanyféleképpen lehet 8 gyereket letiltetni eqy kerek asztal koré, ha csak az szamit, hogy

kinek kik a szomszédai?

d) Hanyféle lehet eqy n fds futéverseny elsé 3 helyezése?
e) Hdiny k elemd részhalmaza van egy n elemd halmaznak?
f) Hdny részhalmaza van egy n elemd halmaznak?

Megoldds: a) 8-7---2-1= 8! = 40320-féleképpen.

b)

Itt a hintdk megkiilonboztethetetlenek, de szamit, hogy az egyik gyerek a masik elétt
vagy mogott iil. Tehat ha a névsor szerint els§ gyerek helyétsl szamoljuk az iiltetést,
akkor latjuk, hogy annyi lehetGség van, ahdnyféleképpen sorba lehet rakni a maradék
7 gyereket, azaz 7! = 5040.

Ez a helyzet annyiban kiilonbozik a b) kérdésbelitél, hogy ha vesziink egy tltetést
vagy a forditottjat, az egyformanak szamit. Igy itt csak 7!/2 = 2520 lehetSség van.
Ha nem lehet holtverseny, akkor a lehetéségek szama n(n — 1)(n — 2).

Ha lehet holtverseny, akkor ugy tekinthetjiik, hogy minden versenyz& kaphat egy 1.,
2., 3. vagy 4. (nem érmes) dijat (csak egyfélét), de akar az Gsszes is kaphat egyformat.
Ez igy nyilvan 4" lehetGség lenne, de ez nem egészen jo, mert igy el6fordulhatna, hogy
mindenki masodik dijat kap, pedig akkor mindnek els6 dijasnak kellene lennie. Tehat a
kiosztott dijak kozott nem lehet hézag. Szitalassal szamoljuk 6ssze azokat az eseteket,
amikor 1.,2.,3.,4., amikor 1.,2.,3., amikor 1.,2. és amikor csak 1. dijakat osztunk. Ha
sp-val jeloljiik azon esetek szamat, amikor a H C {1,2,3,4 } halmazbol adunk csak
dijakat, és pg-val ezek koziil azoknak a szdmat, amikor a H minden eleme el§ is fordul
a dijak kozott, akkor

P{1,234} = S{1,234} — ${1,2,3} — S${1,24} — S{1,34} — S{234} T

+S{12y T S{34) —S{1} — .-~ 5{4}
=4"—4.3"+6-2" —4-1".
Hasonl6an
D{1,2,3} = 5{1,2,3} —S{1,2} — S{1,3} —S{2,3}T
TS{1} T+ 82} T 53}
=3"-3.2"+3-1",
tovabbé
P{12} = S{12} —S{1} — Sz} =2" - 2-1%,
végiil

p{1y = 1",
Tehat Gsszesen
4n —3.3" 4 4.2" —2. 1" =4n —3ntl g ont2 9
n\y n-(n—-1)---n-k+1) n!
k k! - Kl(n—k)
2", mert mind az n elemrdl kiilon-kiilon eldonthetjik, hogy benne legyen-e a
kivalasztott halmazban, vagy ne.
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n
. Bizonyitsuk be a binomidlis tételt: (a +b)" = Z <Z) akbn k.

k=0
Megoldds: 1. bizonyitas kombinatorikusan: az (a + b)™ n-tényezds szorzat kifejtésénél a
tagok mindegyike 0sszesen n darab a és b szorzata. Ezek koziil pontosan (Z) tagban lesz
k darab a és n — k darab b (ennyiféleképpen vélaszthatjuk meg a k darab a helyét), igy az
azonos értékd tagokat dsszevonva az a*b"* egyiitthatoja (Z)
2. bizonyitas teljes indukcioval: n = 1-re nyilvan igaz. Tegyiik fel, hogy valamely n-re

igaz. Ekkor (a +b)" 1! = <Z (Z) a’f@ﬂ-’f) (a+b) = Z <Z) (a"+1bnF 4 gFpnhHl) =

k=0 k=0
n+1 n n ' A n+1 n+ 1 ' '
Z << 1) + < )) alpn i = Z < ) )ajb”H_J, felhasznalva az 5. feladat c)
=\ - J =\
Osszefiiggését.

. Bizonyitsuk be, hogy Z <Z) =2".
k=0

Megoldds: Kozvetleniil adodik az 1. feladat e) és f) részének Osszehasonlitasabol. De a
binomidlis tételbdl is kovetkezik, a = b = 1 helyettesitéssel.

- n
. Bizonyitsuk be, h —1)* =0, han> 0.
izonyitsuk be, hogy l;)( ) (k) , han
Megoldas: Helyettesitsiik be a binomialis tételbe az a = —1, b = 1 értékeket.

. Bizonyitsuk be, hogy

0 (1))
0 (1) =3 (:20)
0 (1) =(-0)= (")

Megoldds: a) Ugyanannyiféleképpen tudunk kivalasztani egy k-elemi részhalmazt, mint

|
annak az (n — k)-elemi komplementumat. De az Z = m Osszefiiggésbdl is
nyilvanvalo.
b) n\ n! B n-(n—1)! ~n (n-1
k) k(n—k)! k-(k—D!n—k)! Kk \k—1)
_ n—1 n—1 (n—1)! (n—1)! k(n —1)!
Algebrailag: = =
¢) Algebrailag <k—1 ok ) G—Dln—F)  Hn—k—1 Bm—k
(n—k)n-1)! nn-1)! n! _(n
Eln—k)!  Knm—Fk! kln-Fk \k

Kombinatorikusan: Rogzitslink egy elemet az n elemti halmazban, és csoportositsuk
a k-elemi részhalmazokat aszerint, hogy tartalmazzik-e ezt az elemet. Ha egy
részhalmaz tartalmazza az adott elemet, ahhoz (Zj)—féleképpen valaszthatjuk ki a

tobbit, ha nem, akkor (”gl)—féleképpen valaszthatjuk ki az elemeit.
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6. Bizonyitsuk be teljes indukcioval, hogy a Pascal-hdromszog n-edik soranak elemei éppen az
(";1) (k=0,1,...,n—1) binomidlis egyiitthatdk.

Megoldds: Az els6 sor egyetlen eleme 1 = (8). Tegyiik fel, hogy az n-edik sorra igaz az
allités. Az (n+ 1)-edik sor els§ és utolsé eleme 1 = () = (7). Az i+ 1. pedig az el6z6 sor

1. és i + l-edik elemének Gsszege, ami az indukcios feltevés szerint (7:__11 ) + (";1) = (?)

7. a) n ember kozétt k db egyforma tdrgyat hdnyféleképp oszthatunk ki, hogy mindenki
kapjon legaldabb eqyet?
b) n ember kézott k db egyforma tdrgyat hdnyféleképp oszthatunk ki, ha nem feltétlendil
kap mindenki legaldbb egyet?

Megoldas: a) Az a kérdés, hogy ki hanyat kap a k targybol. Ezt leirhatjuk ugy, hogy
k darab potty kozé n — 1 darab elvalaszté vonalat tesziink: az egy embernek adott
targyak szama ekkor az els6 vonal el6tti, két szomszédos vonal k6zotti, illetve az utolsod
vonal utdni pottyok szdma. Mivel mindenkinek kell kapnia egyet a targyak koziil, az
k — 1 hézagba tehetliink maximum egy-egy vonalat. Ezért a lehetGségek szdma (Zj)

b) Az el6bbi rész “pottyok és vonalak” megjelenitésében most a vonalakbol tobb is
keriilhet két potty kozé, vagy akar a pottyok elé is, de itt is dsszesen (n — 1) elvalaszto
vonalra van sziikség. Ezt felfoghatjuk ugy, hogy az olyan (n — 1) + k hosszuséagu jel-
sorozatokat szdmoljuk meg, amelyekben pontosan k darab pétty van, tehat a pottyok
helyét éppen (”+k 1) féleképpen vélaszthatjuk meg.

8. Bizonyitsuk be teljes indukcioval, hogy
a) 1+3+...+2n—-1) =

b) > (2k—1)% =n(4n® - 1)/3;
k=1

¢c) Y k> =n(n+1)(2n+1)/6.
k=1
Megoldds: a) n = l-re igaz: 1 = 12. Tegyiik fel, hogy valamely n-re igaz, hogy 1+ 3 +
+(2n—1)=n% Ekkor 1+3+...+(2n—1)+2n+1)=n?>+(2n+1) = (n+1)%
b) n=1re 12 =1-(4-1% — 1)/3. Tegyiik fel, hogy valamely n-re igaz az Gsszegképlet.
n+1 2
4n~ —1 2n —1 2 1
Ekkor S (2k — 1)? = nln =D g4 102 = (20 4 MRz D H3CRHD
— 3 3
2n2+5n+3  (2n+1)2n+3)(n+1) (n+1)(4(n+1)>—1)

2 1 — —
(2n +1) 3 3 3

c) n=1l-re igaZ' 12 =1-2-3/6. Tegyiik fel, hogy az allitas igaz valamely n-re. Ekkor

n+1
ZkQ )(2n+1)+<n+1)2:(n+1)n(2n—|—1)+6(n+1):

6 6
22 +7Tn+6 _ (n+1)(n+2)(2n+ 3)
6 B 6
9. Legyen fo = 0, f1 =1, fo =1, ..., fn = foo1 + fn_2 az u.n. Fibonacci-
sorozat. Hdanyféleképpen fedhetd le domindval eqy 2 X n-es sakktdbla? Hozzuk kapcsolatba
a Fibonacci-sorozattal!

, tehat (n 4 1)-re is igaz az allitas.

=(n+1)
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Megoldds: Ha a bal fels§ sarok egy fliggSlegesen allo6 domindval van lefedve, akkor mér
csak egy 2 x (n — 1)-es tablat kell lefedni. Ha vizszintes dominé fedi le a bal fels6 sarkot,
akkor a bal alsot is, és ezutan egy 2 x (n — 2)-es tablat kell még tetszGlegesen lefedni.
Tehat ha a 2 x n-es tabla lefedéseinek a szama s,,, akkor s,, = s,,_1 + S,_2, ami pont a
Fibonacci-sorozat rekurzidja. Mivel s; = 1 és sy = 2, teljes indukcioval bizonyithatjuk,
hogy s, = fnt1. (Itt az indukcidnak azt a formajat hasznaljuk, hogy az els6 két tagra
ellendrizziik az allitast, majd azt latjuk be, hogy ha az n-nél kisebb indexi tagokra igaz
az allitas, akkor az n-edikre is.)



