Bevezetés az algebriaba 1 2. gyakorlat 2018. szeptember 10.

. Bizonyitsuk be a legnagyobb kézds 0szto kovetkezd tulajdonsdgait! Ne haszndljuk a primfaktorizdcidt,
csak az euklideszi algoritmust!
(i) Ha a,b-re alkalmazzuk az euklideszi algoritmust és a maradékok ri,7o,- -+ ,1y,,0, akkor (a,b) =

(i)

(ba’rl) = (T15T2) == (Tn—lyrn) = (’I"n,O).
Ha a,b,c € Z és ¢ > 0 akkor (ca,cb) = c(a,b).

(iii) Ha (a,b) = d akkor (a/d,b/d) = 1.
(iv) (a+ nb,b) = (a,b) minden n egész szamra.
(v) Ha clab és (¢,a) = 1, akkor c|b. Haszndljuk a (iii)-at.

Megoldds: Az egyszertiség kedvéért hasznaljuk az r_; = a, rg = b, 7,11 = 0 jelolést.

(i)
(i)

(iif)
(iv)

(v)

Az (r;,7ri41) parra az euklideszi algoritmus az (a, b)-re alkalmazott euklideszi algoritmus utolsd
n — i lépése, tehat ugyanazt az r,-t kapjuk legnagyobb kozos osztoként, mint (a, b)-re.

Ha a (ca, cb) parra alkalmazzuk az euklideszi algoritmust, akkor mindegyik maradékos osztas
c-vel megszorzodik: r;_o = r;_1q; +7; helyett cr;_o = cr;_1q; + cr; valéban maradékos osztas,
mert 0 < r; < |ri_1|-b6l 0 < cry < c|ri_1| = |eri_1| kovetkezik. Igy az elsé 0 maradék itt is az
(n + 1)-edik, és az el6tte levs cr,, = c¢(a,b) a ca és cb legnagyobb kozos osztoja.

Hasznaljuk a (ii) allitast: (a,b) = d miatt d oszt6ja a-nak és b-nek, igy a/d és b/d egész szamok.
Tehat d = (a,b) = (d(a/d),d(b/d)) = d(a/d,b/d) = 1 = (a/d,b/d).

Ha az (a,b)-re alkalmazott euklideszi algoritmus els§ lépése a = bg; + r1, akkor a + nb =
b(q1 +n) + ry az (a + nb,b) parra alkalmazott euklideszi algoritmus kezdd lépése, és innentdl
kezdve a maradékos osztasok megegyeznek, igy a legutolsé nem nulla maradék is ugyanaz.

A (ii) miatt (c¢b,ab) = (c,a)b = b. Masrészt ¢ osztoja cb-nek és ab-nek is, azaz kozos osztoja
cb-nek és ab-nek, tehat c osztdja a legnagyobb kozos osztojuknak, b-nek.

. (Kibovitett euklideszi algoritmus) Az euklideszi algoritmus felhszndldsdval mutassuk meg, hogy min-
den a,b egész szimhoz léteznek olyan o, 5 egész szamok, hogy aa + Bb = d, ahol d = (a,b).

Megoldds: Belatjuk, hogy az euklideszi algoritmus minden maradéka (r;, i = —1,0,...,n) el6all
aa + b alakban alkalmas «, 8 € Z-vel. Ugyanisr_1 =a=1-a4+0-b, 1o =0=0-a+1-b, és
tetszbleges 0 < i < n-rer; =r;_o—1;_1¢;, tehat ha r,_o = a;_oa + B;_2bésr,_1 = a;_1a+ B;_1b,
akkor r; = (aj—2 — a;—1q;)a+ (Bi—2 — Bi—1¢; )b, tehat teljes indukcidval lathatjuk, hogy minden r;,
igy r, = d is el6all aa + b alakban.

. A 2. feladat segitségével adjunk mdsik bizonyitdst 1.(v)-re.

Megoldds: A 2. feladat allitasa szerint van olyan x,y € Z, amelyre 1 = zc+ ya, igy b = xbc+ yab,
de xbc és yab is oszthatod c-vel, ezért ¢ | b.

a) Osszuk el maradékosan 20-at és —20-at T-tel és —T-tel.
b) Hatdrozzuk meg 20/7,—20/7 felsd és alsé egész részeit.

Megoldds:  a)

b)

20=7-2+6

20 = (—7)(—2) + 6
—20="7(-3) +1
—20=(-7)3+1

120/7) =2, [20/7] =3, [—20/7] = —3, [20/7] = —2.

. Hatdrozzuk meg euklideszi algoritmussal (288,204)-et és dllisuk elé a legnagyobb kizis osztot egész
egqytitthatds linedris kombindcidként.
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Megoldds:

2 244
5883 8? 0 288 | 244
288 11 0

-1 244 0 1
5 ) 1 1 —1. 244 0 1
_1' 2 6 vagy révidebben —6- 44 1| -1
o - . =20 —6] 7
- 20 67 i 4] -11] 13

—5- 4(-11] 13 0
0

(A maésodik esetben a maradékos osztasnak a legkisebb abszolut értékii maradékot ado valtozatat
hasznaltuk.) Tehat (288,204) =4 = —11 - 288 + 13 - 244.

. (Diofantoszi egyenlet)

(i) Mutassuk meg, hogy ha a,b,c egész szamok, és ax + by = c-nek van egész (x,y) megolddsa,
akkor (a,b)lc.

(ii) Forditva, ha (a,b)|c, akkor van (z,y) megolddsa az egészek korében ax + by = c-nek.

(iii) Mutassuk meg, hogy ha (xo,y0) €s (z',y’) két megolddsa ax + by = c-nek az egészek korében,
akkor van olyan t egész szam, hogy ¥’ = xo + (b/d)t és y' = yo — (a/d)t. Azaz a diofantoszi
egyenlet Osszes megolddsa egy megolddsa segitségével kifejezhetd és minden ilyen alaki (x',y")
szampdr megolddsa a diofantoszi egyenletnek, ha t egész és (xq,yo) megoldds.

Megoldds: (i) Mivel (a,b) osztoja a-nak és b-nek, osztdja az-nek és by-nak is, és igy osztoja
ax + by = c-nek.
(ii) A 2. feladatban lattuk, hogy van olyan (zo,yo), amelyre axg + byo = (a,b), és igy a k :=

Cc
(a,b)

egész szammal felszorozva azt kapjuk, hogy a(kxg) + b(kyo) = c.
(i) azo+byo =c=az’ +by = blyo—vy') = a(z’ —xp) =

(b/d)(yo —y') = (a/d)(z" — ). (1)

De az 1.(iii) feladat szerint (a/d,b/d) = 1. Tovabba (b/d) | (a/d)(x’ — z¢), ezért az 1.(v) szerint
(b/d) | (' — xg), vagyis van olyan ¢t € Z, amelyre 2’ — xzy = (b/d)t. Ezt behelyettesitve az (1)
egyenlGségbe, és egyszertsitve (b/d)-vel, azt kapjuk, hogy yo — vy’ = (a/d)t. Tehat ' = x¢ + (b/d)t
ésy' =yo — (a/d)L.
Masfelsl, ha (zg,yo) megoldas, akkor nyilvan megoldas az ©' = z¢ + (b/d)t és y' = yo — (a/d)t par
is, ha t egész: a(zg + (b/d)t) + b(yo — (a/d)t) = axoy + by + (ab/d)t — (ab/d)t = axo + byy = c.
. Megoldhatok-e az aldbbi diofantoszi egyenletek? Ha igen, adjuk meg az 6sszes megolddsukat!

a) 288z + 204y =1

b) 288x + 204y = 48
Megoldds:  a) Nem oldhaté meg, mert (288,204) nem osztdja 1-nek (szamoléas nélkiil is latszik,

hogy a legnagyobb k6zos o0szt6 4-nek tobbszorose).
b)

288 1| O

-1 204] O 1
-2 841 1| -1
-2 36| -2 3
-3 12| 5| =7
0

Mivel (288,204) = 12 | 48, a diofantoszi egyenlet megoldhato, és egyik megoldésat meg-
kaphatjuk a 12 elgallitasanak megfelels tobbszorosekeént: (zg,yo) = (20, —28) (de akar a 36 és
a 12 elsallitasanak az Osszegeként kaphatunk egy masik megoldast: (3,—4)). Ebbdl az 6sszes
megoldas felirhato: (20 + 2%¢, —28 — 288¢) = (20 + 17, —28 — 24¢), ahol ¢ € Z tetszoleges.
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8. a) Viltsuk dt 26-ot 10,16,8,4,2,5,26 alapi szdmrendszerbe.
b) Viltsuk dt 1001-et 2-es, 8-as és 16-os szdmrendszerbe.

Megoldds:  a) Ismételt leosztésokkal, és a maradékok forditott sorrendben vald feliraséaval:

10 16 8 4 2 5 26
26 |6 26 | 10 26 |2 26 |2 26 (0 261 26 |0
212 111 313 6|2 13]1 5|0 1)1
0 0 1)1 6|0 1)1
0 3|1 0
11
0

26 a megadott szdmrendszerekben:
2619 = 1416 = 325 = 1224 = 110105 = 1015 = 104.

b) A b alapt szamrendszerbdl b alapuba valé atvaltast a szamjegyek csoportositasaval (jobbrol
balra m tagu csoportokba) és a csoportok atvaltasaval, a b™ alapt szamrendszerrsl b alapu
szamrendszerre vald atvaltast az egyes szamjegyek atvaltasaval el lehet végezni, ugyanis egy a
b-es szamrendszerben n-jegyt ¢ szamra és k = [n/m]-re
c=an 10" 1 ta, 2" %+ +arb+tag = (Arm_1b" "+ o+ Am—mai1b+ ak(m_l))b(k_l)m +
oot (A1 ™ A 1D )b+ (A1 0™ +a1b+ ...+ ag), ahol a; := 0, ha i > n,
ésitt 0 < (Z,;m_lb’m71 + ...+ aim—m—i—lb + Ai—1)ym < b™.

Erdemes a 8-as szamrendszerrel kezdeni, és abbol atvaltani.

8

1001 |1
12515
1517
1)1

0

1001 = 17515 = 1/111]101|0015 = 11|1110[10015 = 3E9;s.

9. Horner-mddszerrel helyettsitsiik be 5-6t a p(x) = 2% — 32% + 2 + 3 polinomba.
Megoldds:
[1fojo]=3] 1] 3
5/1|5]25]122]611]3058]

= p(5) =3058

10. Adjuk meg 1202013-at tizes szdmrendszerben Horner mddszerrel.
Megoldds:
[1[2]o0f2] 0|1
3|1]5]15[47] 141424 |




