Bevezetés az algebraba 1 2. gyakorlat 2018. szeptember 10.

. Legyen © € RT és d € NT. Mutassuk meg, hogy az z-nél nem nagyobb, d-vel oszthato

. - ’ z x
pozitiv egészek szama LEJ .

Megoldds: ‘{mEN+|m§x, d|m,}| :‘ {meN"|2ecZ 2 <z} =
[{keNT[k< 3} =[{keN"[k<[F]} = (7]
. Mutassuk meg, hogy n! primtényezds felbontdsdban p kitevdje Z {%J

i>1
Megoldds: Jeloljiik [m],-vel az m € Z kanonikus felirasdban a p prim kitevgjét! Ekkor
nlly = Y[k = {ki)[1<k<n, 1<i, p' |k} = Y {k[1<k<n, p'|k}| =
k=1 i>1

> Lﬁj az 1. feladat eredeménye alapjan.
i>1

. Bizonyitsuk be, hogy n,a,b pozitiv egészekre L%J = \‘%J J .
a

Megoldas: Legyen az n maradékos osztasa a-val n = aq + r, ahol 0 < r < a—1, és q

maradékos osztasa b-vel ¢ = bgy + r1, ahol 0 < r; < b — 1. Ekkor n = abgq; + (ary +r),

ésitt 0 <ary+r<ab—a+a—1=ab— 1, tehat ez n maradékos osztasa ab-vel. Ebbdl

kovetkezik, hogy {%J = ¢1, mig \‘%J = {%J = q1, tehat igaz az allitas.
a

. Hdny nulldra végzddik 100! ?

Megoldds: Egy n szam pontosan k nullara végzédik, ha 10% osztoja az adott szamnak,
de 10**! nem. Mivel 10¥ = 2% . 5 relativ prim primhatvanyok szorzata, ehhez az kell,
hogy [n]s és [n]s mindegyike legalabb k, de az egyik pontosan k. Az n = 100! esetben
(1001 = [0 + [12] + ... > 50, mig [100!]5 = [222] + |22 | + 0+ 0+ ... = 24, tehat
100! pontosan 24 darab 0-ra végzddik.

. Bizonyitsuk be, hogy a szomszédos Fibonacci-szdmok relativ primek.

Megoldds: Teljes indukcioval bizonyitjuk az allitast. (fo, f1) = (0,1) = 1 igaz. Tegyiik
fel, hogy (fn, fn+1) = 1 valamely n-re. Ekkor (fni1, fnt2) = (fot1, fo + fot1) =
(fn+1, fn) = 1 az indukcids feltevés szerint, tehat a kovetkezs két Fibonacci-szam is relativ
prim egyméshoz.

. Mutassuk meg, hogy

a) 4k + 1 alaki szdmok szorzata 4k + 1 alakd.

b) végtelen sok 4k+3 alaki primszam van (Utmutatds: tekintsiik a 4pips . .. pn—1 szdmot,
ahol a p; primek mindegyike 4k + 3 alaki.)

Megoldds:  a) Elég belatni, hogy két 4k + 1 alaka szam szorzata 4k + 1 alaka, abbol
mar teljes indukcioval kovetkezik tetszdélegesen sok tényezls szorzatra is az Allitas.
(4k+1)(40+1) =16kl + 4k + 40+ 1 =4(4kl+ k + 0) + 1.

b) Tegyiik fel, hogy csak véges sok 4k+3 alakd prim van, legyenek ezek py, . .., p,. Ekkor
m = 4py - --p, — 1 > 1 paratlan szam, amelynek semelyik p; nem lehet osztdja, mert
akkor m—4p; - - - p, = —1-nek is osztoja lenne. Mésrészt viszont m-nek csak paratlan,
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tehat 4k+1 és 4k+3 alaka primosztoi lehetnek, de az a) rész miatt nem lehet mindegyik
4k+1 alaku, igy van 4k-+3 alakt primosztdja, ami sziikségképpen kiilonbozik py, ..., p,
mindegyikétsl. Ez ellentmond annak a feltevésnek, hogy pi,...,p, az Osszes 4k + 3
alakt primszam.

. Hatdrozzuk meg 257 mod 71 értékét!
Megoldds: A 67-et 2-es szamrendszerben val6 felirasanak segitségével allitsuk el6 67-
et 2-hatvanyok Osszegeként: 67 = 64 + 2 + 1. Igy elég a hatvanyalap 2-hatvanyadik
hatvanyait kiszadmitani modulo 71 t6bbszoros négyzetre emeléssel, és ezek (modulo 71)
szorzatat kiszamitani.

2! =2 (mod 71)

22 =4 (mod 71)

2 =16 (mod 71)

2% =256 =43 (mod 71)

216 =1849 =3 (mod 71)

22 =9 (mod 71)

264 =81=10 (mod 71)

267=2.4.10=9 (mod 71)

. A pdros szamok kérében definidalt oszthatdsdgra nézve mely szdmok irhatok fel lényegében
egyértelmien felbonthatatlanok szorzataként?

Megoldas: 2N-ben nincs egységelem, de még olyan szdm sem, amit ilyen esetben egységnek
hivhatnank, azaz amelyik minden méas szamnak osztoja, ugyanis semelyik 2N \ {0 }-beli
szdm nem osztdja (nem paros szamszorosa) sajatmaganak. Tehat a felbonthatatlan szamok
azok, amelyek semmilyen moédon nem bonthatok fel két paros szam szorzatéara, azaz ame-
lyek 2-vel oszthatok, de 4-gyel nem. Ilyen szdmok szorzatara mindegyik 2N-beli szadm
felbonthato, de nem feltétleniil egyértelmten. Legyen n = 2¥m € 2N, ahol m > 1 paratlan
és k > 1. Ha k = 1, akkor n felbonthatatlan, ha k > 2, és m = 1 vagy m prim, akkor n
csak 2m - 2---2 alakban bonthato fel felbonthatatlanok szorzatara. Viszont ha k > 2 és
m Osszetett szam: m = mims, ahol mq,mg > 1, akkor 2m - 2---2 és 2mq - 2msy - - - 2 két
lényegesen kiilonb6z6 felbontas. Tehat pontosan azoknak a szamoknak van itt egyértelmi
irreducibilisekre valo felbontasuk, amelyek nem oszthatok néggyel (mert ezek maguk irre-
ducibilisek), 2-hatvanyok vagy 2-hatvanyok péaratlan primszamszorosai.

. Mutassuk meg, hogy a|c és blc pontosan akkor teljesiil, ha |a,b]|c. Adjunk példdt, hogy alc
és b|c-bol nem kivetkezik ablc.

Megoldds: Ha a vagy b nulla, akkor igaz az allitas, mert ekkor a-nak és b-nek [a,b] = 0
az egyetlen kozos tObbszorose. Ha a,b # 0, akkor definicié szerint [a, b] a legkisebb olyan
pozitiv egész, amely kozos tobbszorose a-nak és b-nek. Tehat ha ¢ kozos tobbszoros, és ¢
maradékos osztasa [a, b]-vel ¢ = [a,b]q + r, akkor a és b is osztOja c-nek és [a, b]g-nak is,
igy r kozos tobbszoros. De 0 < r < [a, b], igy r = 0, vagyis [a, b] | c.

Ha viszont [a, b] | ¢, akkor a, b | [a, b] miatt a,b | c.

Ellenpélda a masodik allitasra: 6 | 12 és 4 | 12, de 6 - 4 = 24 nem oszt6ja 12-nek.



10.

11.
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Mutassuk meg, hogy ha a,n > 2, és a™ — 1 prim, akkor a = 2 és n prim.

Megoldds: Ha a > 2, akkor (a —1) | (a™ —1),és 1 <a—1<a™—1, tehat a — 1 valodi
oszt6 lenne.

Haa=2ésn=k(, k£ >1,akkor (a*—1) | ((a*)f—1) =a" 1,851 < a"—1 < (a¥)f 1,
tehat megint csak lenne valodi felbontasa (a™ — 1)-nek.

Tehat a™ — 1 legfoljebb akkor lehet prim, ha a = 2 és n prim (ezek a Mersenne-szamok).

Mutassuk meg, hogy eqy szam 9-cel valo osztdsi maradéka a szamjegyek osszegének 9-cel
valo osztdst maradéka. Fogalmazzunk meg hasonlo szabdlyt 11-re.

Megoldds: 10=1 (mod 9) = 10*=1¥=1 (mod 9), tehat
an-10"+...4+a1-10+ap=a, +---+a; +ag (mod9).

Hasonléan, 10 = —1 (mod 11) = 10* = (-1)* (mod 11), tehat
an-10"+...+a;-10+ao = (-1)"a, + (=1)"ta, 1+ -+ —ay1 +ag (mod 11), vagyis a
11-gyel valo6 osztési maradék a szamjegyek valtott elGjeles 6sszegének 11 szerinti maradéka.



