Bevezetés az algebraba 1 4. gyakorlat 2018. szeptember 24.

. Oldjuk meg a kovetkezd linedris kongruencidkat!
a) 122 =15 (mod 21)
b) 12x =4 (mod 2)

Megoldas:

a) 12z = 15 (mod 21) b) 120 = 4 (mod 2)
4r = 5 (mod 7) by = 5 (mod 1)
4z z 1; Emoj ;; x barmi lehet
T= o x = 1, 2 (mod 2)
x = 3,10 vagy 17 (mod 7)

. Oldjuk meg az aldbbi kongruenciarendszert!

r=2 (mod 3)

r=3 (modb)

r=4 (mod7)

Megoldas:
mi | 3]5]|7]

r = 2 (mod 3) M, 35 121 15
r = 3 (mod 5) 5= M mg) | —1] 1| 1
xr = 4 (mod 7) R ’

r=35-(—-1)-2421-1-34+15-1-4=53 (mod 105).

a) Hatdrozzuk meg 5~ mod 26 értékét!
b) Az a)-beli megoldds segitségével oldjuk meg az aldbbi kongruencidt:

5x =7 (mod 26)

c¢) Invertdlhato-e 4 modulo 267
Megoldds: a)
bx=1=-25 (mod 26)
x=-5=21 (mod 26)

5 1mod 26 = 21

b) Az a) alapjén x =7-5"1=7-(-5)=-35=17 (mod 26).

c) Nem, mert (4,26) = 2 nem osztdja 1-nek, tehdt nem lehet megoldani a 4z = 1
(mod 26) kongruenciat.

a) Mutassuk meg, hogy p(p) =p — 1, és o(p®) = p* — p*~ 1, ha p prim.

b) Bizonyitsuk be, hogy ha p végigfut n primosztéin, akkor

gp(n)an(l—%).



Bevezetés az algebraba 1 4. gyakorlat/2 2018. szeptember 24.

Megoldds: a) Az1,...,pkozil pontosan az elsé p—1 relativ prim p-hez, tehéat o(p) = p—1.
Az 1,..., p® szdmok koziil a p®-hoz nem relativ primek a p-vel oszthatok, és ezek éppen

1l «o

a p-edrészét adjdk a p“-ig terjed6 pozitiv egészeknek, tehat p(p®) = p* — P =
p- =D

b) Legyen n = p{* ---p%" az n kanonikus alakja, és legyen A; a p;-vel nem oszthatd
szamok halmaza { 1,...,n }-ben. Ekkor a szitaformula szerint

o a—1
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és igy az n-hez relativ primek szama
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5. Készitsiik el a Zs és Zg 0sszeadds- és szorzdstdablajat!
Készitsiik el a mod 6 redukdlt maradékosztalyok szorzdstdbldjat!

Megoldas: Zs-re:

+101112|3|4 0(1(2(3|4
0|10[1]2]3|4 0/0/0]0|0]0
1(112|3[{4]0 110(1(2|3|4
21213(4(0|1 210121413
3134012 31013142
41410123 4101413121
Zg-ra:
+10(1|2[3(4]5 01112]3(4]|5
010(1]2[3(4|5 0/0]/0{0]0]0]0
111(2(3|4|5/|0 110|1112(3(4|5
21213(4(5]0]1 21012(4(0(2(4
313[4(5(0|1]2 31013{0(3]0]3
41415(0(1(2|3 410(4(12|0(4|2
5(5]0(1(2|3|4 510154321
ZLg-ra:
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6. a) Mutassuk meg, hogy ha (m,n) = 1, akkor (amodm,bmodn) — cmodmn leképezés
bijekciO Ly X Ly €S Lnn kozott, ahol ¢ megolddsa az aldbbi kongruencia rendszernek:

x=a (modm)

x=b (modn)

b) Mutassuk meg, hogy az elézé bijekcio bijekciot ad a (amodm,bmodn) redukdlt
maradékosztalypdrok és a mod mn redukdlt maradékosztdalyok kozott is!

¢) Mutassuk meg, hogy ha (m,n) =1 akkor ¢(mn) = @(m)p(n).
d) Mutassuk meg, hogy az a)-beli leképezés kompatibilis az 6sszeaddssal és a szorzdssal.
Megoldds: a) Legyen
Vi Loy —> Loy X Loy,

¢ — (cmodm, cmodn).

Ez a leképezés sziirjektiv és injektiv, mert V(a,b) € Z,, X Zy,-re az

x=a (mod m)
=b (mod n)

kongruenciarendszernek egyértelmii megolddsa van modulo mn. A feladatban leirt
bijekcié ennek a 1-nek az inverze.
b) Jeloljiikk Z, -nel a Z,-ben az n-hez relativ prim elemek halmazét. Ekkor 1) 7 képe

Z;, X 7y, ugyanis minden ¢ € Z,,-re (mn,c) =1 < (m,c) =1 = (n,c), tehét ha c €
Ly, n-re a = cmodm és b = cmodn, akkor (a,b) € Z,, x Z; . Forditva, V (a,b) € Z;, %
Z,-re a feladatban megadott kongruenciarendszer ¢ megoldasira (¢, m) = (a,m) =1
és (¢,n) = (b,n) =1, igy (¢, mn) = 1.
c) Mivel ¢ injektiv, b)-bol kovetkezik, hogy w(mn) = |Z;...| = |Z;, x Z,]| = p(m) - p(n).
d) p(c1 +c2) = ((c1 + c2) modm, (c1 + c2) modn) =
(cy modm + co modn, ¢y modn + camodn) = 1(c1) + ¥(cz), ahol az Gsszeadas Z,,-
beli, illetve Z,-beli. A szorzastartas ugyanigy felirhato.

7. Hatdrozzuk meg az alabbi értékeket!:
a) ©(23), »(8), ¥(24)
b) 7?*mod 23, 59 mod8, 5%mod24, (21)%mod 24
Megoldds: a) ¢(23) =22, p(8) = ¢(23) = (2 —1)22 = 4,

0(24) = p(23-3)=(2-1)22-(3—-1) =8.

b) (7,23)=1=73=72.7=1-T=7 (mod 23),
(5,8) =1 =5%®) =1 (mod 8),
(5,24) =1 = 5% = 52CY =1 (mod 24).
Mivel 15 nem relativ prim 24-hez, a (15)8-bdl csak az 5% részre hasznalhatjuk az

Euler-Fermat-tételt.
(15)8 = 3% .58 = 3% .1 =92 =9 (mod24). (De szdmolhattuk volna helyette

(15)8 = (—=9)® (mod 24)-et is. Mivel 92 = 81 = 9 (mod 24), rogtén megkapjuk,
hogy (—=9)2 =98 =9 (mod 24).



10.
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. Adjuk meg az alabbi komplex szdmok algebrai alakjdt:

a) (3 —4i)(7+ 8i) b) (3—4i)/(2—1) c) 2018 d) (1+1)°

Megoldds: —a) (3 —4i)(7+ 8i) =53 — 4i
3—4i  (3—4i)(2+1) ‘
= = 2 —
b 5 5 !
¢) it = (=1)% =1, ezért 2018 = 2016 . ;2 = 1. (—1) = —1

d) 1492 =2i = (14+1) = (20)*(1 +1) = 2%4(1 +14) = 16 + 164.

Mi a mértani helye a sikon azon pontoknak, amelyeknek megfeleld z komplex szdmokra:

a)|z—5+il =2 b) |z —i| =]z +1 c)[(z=34+4i)/(z—1i)| >1

d) |z| = 3iz e) z+z<4 f) 2245 =2z

Megoldds: a) |z—5+1i|=]|z— (5—1)| a z pont tavolsdga az 5 — i-t6l, tehat az egyenlet
megoldésai az 5 — ¢ kozépponti, 2 sugaru kor pontjai.

b) Az i-t6l és —i-tél azonos tavolsagra levé pontok halmaza az i-t és —i-t Osszekotd
szakasz felez6 merélegese, azaz az = tengely (valds tengely) a komplex szamsikon.

c) [(z—(3—4i)] > |z —i|] & 2z a3—4iés i pontokat Gsszekotd szakasz felezé merdlegese
altal hatéarolt zart félsikok koziil az, amelyik az i-t tartalmazza.

d) Mivel ||z|| = |#|, és |3iz| = 3|z|, az egyenldség csak akkor teljestilhet, ha |z| = 0, azaz
ha z = 0.

e) frjuk fel a z komplex szamot algebrai alakban: z = = + yt, ahol z,y € R. Ekkor az
egyenlet: x+yi+x—yi < 4, azaz x < 2. Tehat a megoldashalmaz az x = 2 fliggdleges
egyenes altal hatarolt bal oldali nyilt félsik.

f) Ismét algebrai alakba atirva az egyenletet: 2x +2yi +5 = 2z — 2yi < 2x + 5 = 2z
és y = 0, de ennek az egyenletrendszernek nincs megoldasa, igy a megoldashalmaz az
iireshalmaz.



