Bevezetés az algebraba 1 5. gyakorlat 2018. oktober 1.

. Mutassuk meg, hogy minden R gyiriben:

a) 1 db nullelem van.

b) Or = r0 =0 minden r € R-re.

c) (—a)r = —(ar) = a(—r), minden a,r € R-re.

Megoldds: a) Ha 0 és 0’ is nullelemek, akkor 0' = 0" + 0 = 0.
b) Or =(0+0)r =0r+0r = 0=0r+(=0r) = (0r +0r)+ (=0r) = 0r + (Or + (—0r)) =
0r + 0 = Or. Ugyanigy megy az r0 = 0 bizonyitasa.
c) (ar)+ (—a)r = (—a)r + (ar) = (—a + a)r = Or = 0 az 6sszeadds kommutativitdsa és
a b) rész miatt, igy (—a)r = —(ar), és hasonléan a(—r) = —(ar) is igaz.

. Mutassuk meg, hogy az a + b\/2 alakid szdmok, ahol a,b raciondlis, testet alkotnak.

Megoldds: Hivjuk ezt a halmazt Q[v/2]-nek. Mivel Q[v2] C R, csak azt kell beldtni,
hogy 0,1 € Q[v/2], és Q[v2] zart az Ssszeaddsra, szorzésra, és az additiv és multiplikativ
inverzre.
Valéban, 0 = 0+ 0v2, 1 =1+ 0v2,
(a+bv2) + (c+dv2) = (a+c)+ (b+d)V2 € Q[V2],
(a+bv2)(c+ dv2) = (ac+ 2bd) + (ad + bc)V2 € Q[v2),
—(a+bv2) = (—a) + (—b)V2, és

1 _a-— /2 B a b
a+by/2 a?—2b2  a?2-—2b2 a2 202
mert ha a? — 2b®> = 0 lenne valamely 0 # a, b € Q-ra, akkor v/2 racionalis volna.

V2 € Q[V2], és a hanyados értelmezve van,

. Adjuk meg C — C fiiggvényként (a szokdsos algebrai miveletek és konjugdlds segitségével)
az 1+ 2i-t az origoval 6sszekotd egyenesre valo tikrozést!

Megoldds: Az x tengelyre valo tiikrozés a konjugalas. Egy mésik, origén atmend egyenesre
valo tiikkrozést megkaphatunk gy, hogy a tiikrozés tengelyét beleforgatjuk az x tengelybe,
aztan konjugalunk, és az eredményt visszaforgatjuk. Az 1427 szogével ellentétes iranyu, de
azonos szogu forgatast az % (1—24) (1 hosszusagu, 1 —2i irdnyd) szammal valé szorzéasként

kapjuk meg, a visszaforgatast az %(1 + 2i)-vel val6 szorzasként, igy a teljes leképezés

222 (1=20) = (1+20) =22 (1420) = (1+20) =2+ (—§ + 510).

a) (1 4 0)"-et szamitsuk ki algebrai és trigonometrikus alakban is! Milyen azonossdgot
adnak a valos részek a két kifejezésben?

b) (cosx + isinz)3-t szdmitsuk ki kétféle médon. Ennek segitségével fejezziik cos(3x)-et
cosx fligguényében.

n n
Megoldds: a) (1+i)" = (i+1)" = > (})i*, mdsrészt (1+4)" = (V2(cos % +isin %)) =
k=0

27/2(cos “F +isin o). Az els6nek a valds része a paros indext tagokbdl all. Ha ezt
osszevetjiik a trigonometrikus alakkal, azt kapjuk, hogy

()6 ()= (i) =

m
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Esetszétvalasztassal szebb alakra is hozhatjuk:

0 han=2 (mod 4)
on/2 han=0 (mod 8)
—on/2 han=4 (mod 8)

2n=1/2 " han=1,7 (mod 8)
—2=1/2 han=35 (mod8)

b) A trigonometrikus alakban végzett hatvanyozassal
(cosz +isinz)® = cos(3z) + isin(3z),

a binomidlis tétel szerint pedig

(cosz +isinz)® = cos® x + i3 cos® xsinx — 3 cos xsin? 2 — i sin® z.

A két kifejezés valos részét Osszehasonlitva azt kapjuk, hogy

3 2 3

cos(3z) = cos® z — 3coswsin® z = cos® x — 3cosz(1 — cos® x) = 4cos® z — 3cos .

5. Adjuk meg annak a négyzetnek a mdsik két csiucsdt, melynek két dtellenes csiucsdt két adott
komplex szam, z1 és zy alkotjak!

Megoldds: A négyzet kozéppontja %, a masik két csicsot pedig megkaphatjuk a z;-

nek a kozéppont koriili +90° fokos elforgatasaval. Mivel az origd koriili 90°-os forgatds az
1 = c0s 90° 4+ i sin 90° szammal vald szorzas, a két cstcs:

z1+22\. z21+=z 1 1. 1 1.
(a-252) i 252 =n (54 5) + = (5-5)

21+ 2 N, A1tz 1 1. 1.
(Zl_ 12 2)(_2)+ 12 2:2’1(—5—52)“‘22(54‘52)7

6. Oldjuk meg a komplex szamok halmazdn a

224+ 22—14+i=0

egyenletet!

—2i £/ —4i
Megoldas: z = % = —i+V—i.
—1 = cos:%r + isin%7T = V-1 == (cos%7T + ¢ sin %) ==+ (—% + ii), igy az egyenlet

gyokei

1 1
n=—7=—|—4=+1]1.
=5 (5
7. Szamitsuk ki az 1 — 2i komplex szam négyzetgyokeit (trigonometrikus alak haszndlata
nélkil)!



10.
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Megoldds: Keressiik meg azt a z = x + yi (z,y € R) szdmot, amelyre (z + yi)? = 1 — 24,

azaz x2 — y? 4+ 2xyi = 1 — 2i. Az algebrai alak egyértelmiisége miatt ez ekvivalens az
1

2 _y?2 =1, 22y = —2 egyenletrendszerrel. A masodik egyenletbdl y = ——, és ezt az
x

elsébe helyettesitve az
2t =22 —-1=0

B

egyenletet kapjuk. Ebbél 22 = 112\/5, de x € R = 22 > 0, tehat csak az 22 = 1+2
megoldés jo, amibol

sy=—— = z==
2 T

11V5 1 \/1”5_2-\/“5—1
2 2

. A =341 és az 1l —itga komplex szdmokat hozzuk trigonometrikus alakra!

Megoldds: z = —+/3 +i-re |z| = 2, és igy z = 2 (—@ + %z) = 2(cos 150° + isin 150°)

vagy radianban 2 (cos + ¢ sin 5“)

z=1—itga abszolut értéke /1 + tg?a = 4/
0082a |cosa|

Ha cosa > 0, akkor

1
z= (cosa—isina) = (cos(—a) +isin(—a)) (az utébbi a trigonometrikus alak),

COoS & CoS &
ha cosa < 0, akkor
1

1
z= (—cosa+isina) = (cos(m — a) + isin(m — «)).

— COS ¢ — COS &

. Adjuk meg a primitiv 5-6dik és a primitiv 8-adik egqységgyokik 633zegét és szorzatdt’

Megoldds: A primitiv 6todik egységguokok e,e2,e3, €4, ahol € = cos 2% + isin Z& Igy az

osszegilk € +e2 + 3 +et = (1 +e+ e+ +6%) - | = —1, mert tudJuk hogy minden
n > l-re az n-edik egységgyokok 6sszege 0. A Szorzatuk glt2+3+4 — 210 — 1,
A nyolcadlk prlmltlv egyseggyokok 5 5 ,e%,¢7, ahol € = cos T +isin%. Az osszegiik

e(1+¢e2+¢et+6% =0, mert 1,624, &6 eppen a 4-edik egységgyokok, a szorzatuk pedig
SlH3+5+7 _ 16 _ 1

Szamitsuk ki a Z = 2" (n € N) egyenlet dsszes megolddsdt!

Megoldas: Legyen z = r(cos ¢ + isin ) a z trigonometrikus alakja. Ekkor az egyenlet

r(cos(—¢p) +isin(—p)) = r"(cos(ny) + i sin(ny)).

Ebbél r = 7" = r(1 —r""1) =0 = r = 0 vagy 1 (mivel r > 0 valés). Az elsd esetben
z = 0. A masodikban a szogekre igaz, hogy ny = —p + 2kw, azaz @ = HLHQW valamely
k € Z-re, tehdt z az n + 1 darab (n + 1)-edik egységgyok egyike.



