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. Szdmitsuk ki az aldbbi mdtriz rangjdt o maximdlis méretd nem nulla aldetermindns meghatdroza-
saval.

1 2 -1 0
1 2 -1 1
2 3 1 1

Megoldds: Mivel a matrix 3 x 4-es, a rangja legféljebb 3 lehet. 3 x 3-as nemnulla aldeterminanst
viszont konnyen talalhatunk benne, példaul az utolsé harom oszlop altal alkotott aldeterminans
értéke —5.

. Oldjuk meg az Ax = b egyenletrendszert Cramer-szabdly segitségével, illetve A~'-gyel wvald

beszorzdssal, ha
1 1 . _ 5
A—[2 1} és b—[_ll

Megoldds:
5 1 1 5
I S D R TR -6
xl_T___l__, Ty = Al =—0= azaz X = | |4
Masképp:
_ 1 1 -1 -1 1 6
1—— = = 1 =
A _—1[—2 1] [ 2 —1] - x=4"b= [11}

. Mutassuk meg, hogy eqy A € M,[R] mdtrizra pontosan akkor teljesiil az ATA = E ésszefiiggés,
azaz, hogy A ortogonalis matrix, ha sorvektorai pdronként merdleges egységuektrok.

Megoldds: Az AT A ij indext eleme az AT i. sordnak és A j. sordnak szorzata, azaz A i. és j.
oszlopvektoranak skalarszorzata. Tehat pontosan akkor lesz ATA = E, ha minden i # j-re az
1. és j. oszlop meréleges egymasra, és mindegyiknek a skaldrnégyzete 1, azaz mindegyik vektor
egységvektor.

. Legyen ¢ : Vg — Wpg linedris leképezés vi,...,v,, € V tetszdleges vektorok. Mely dllitdsok
kovetkeznek valamelyik mdsikbol (esetleg tobb mdsikbol)?

a) ¢ injektiv

b) ¢ szirjektiv

¢) Vi,..., vy generdtorrendszer V-ben

d) ©(v1),...,0(vyn) generdtorrendszer W -ben

e) Vi,...,vy linedrisan figgetlen V -ben

f) ©(v1), ..., o(vy) linedrisan figgetlen W-ben

g) van olyan bdzis, melynek képe linedrisan figgetlen W -ben.

Viltozik-e a kovetkeztetések rendszere, ha foltessziik, hogy dimV = dim W wvéges szdm?

Megoldds: a) < g): Ha ¢ injektiv, B bazis, és Y. A\;p(b;) = 0 valamely b; € B kiilénbozs ele-
i=1

mekre, akkor go( Z Yy b) = 0 = ¢(0), és ebbdl ¢ injektivitdasa miatt Z Aib; = 0 kovetkezik,
=1
amibgl A\; = 0 Vi, mlvel B bézis. Forditva, ha egy B bazis képe fuggetlen és p(u) = p(v), akkor

u—v = > Ab;re p(u—v) =3 N\p(b;) = 0, amibdl (B) fiiggetlensége miatt \; = 0 Vi kovetkezik,
tehat u — v =0 = u = v. Ezért ¢ injektiv.

d) = b): Minden w € W felirhaté w = > \;p(v;) = (> A\;v;) alakban, tehat elgall képként.

f) = e): Tegyiik fel, hogy ¢(v1),...,0(vy), €és > \iv; = 0. Ekkor >~ A\jp(v;) =p(0) =0= X; =0
Vi.

Mas implikaciot nem talalunk az egyes allitdsok kozott. Nézziink meg néhany kombinaciot! A
g) allitast kihagyhatjuk ebbdl, mert az tgyis ekvivalens az a)-val. A dimenzié megkotése nélkiil
akozott, hogy egy vektorrendszer fiiggetlen, és az vagy egy masik vektorrendszer generatorrendszer,
nyilvan nem taladlunk kapcsolatot, tehat azt kell megvizsgalnunk, hogy c) és d) kozott van-e vala-
milyen irdnyt implikacio, illetve e) = f) igaz-e az a) vagy a b) feltétel mellett.
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a) +¢) A d): ¢ F — F? ¢(a) =
generatorrendszer.
a) + d) = c): Tetszbleges v € V-re p(v) € W elsall a ¢(v1), ..., p(v,) vektorok linearis kom-
binaciojaként: p(v) = > Aip(vi) = @D \ivy), ezért a ¢ injektivitasa miatt v = > \;v,.
a) +e) =1f): Had Ap(vi) =0=¢(0)=0=9(> \iv;,) = 0=>_ \v;, = \; =0 Vi.
b) + ¢) = d): Legyen w € W tetszleges. Ehhez van v € V| hogy ¢(v) = w, s mivel vy, ...
generatorrendszer, v = Y \;v; alkalmas \;-kkel = w = p(v) = > \ip(v;).
b) + d) % c): Legyen ¢ : R* = R, ¢(x,y) = y. Ekkor v; = (0,1)-re ¢(vy) = 1 generatorrendszer
R-ben, de vy nem generatorrendszer R%-ben.
b) + e) % f): Az el6z6 példa g-jére vi = (1,0), vo = (0,1) fiiggetlen R*-ben, de p(vi) = 0,
©(ve) = 1 nem fiiggetlen R-ben.

Ha dimV = dim W < oo, akkor a) és b) is ekvivalens azzal, hogy ¢ (és az inverze is) izomor-
fizmus, ezért barmelyiknek a feltevése mellett ¢) < d) és e) < f).

(a,0)-ra az {1} generatorrendszer képe {(1,0)} nem

7V7’L

. Adjuk meg az aldbbi linedris leképezések mdtrixdt a standard bdzisban! Adjuk meg mindegyiknek a
magterét és képterét, és ezek dimenzidjdt!
a) R? pontjainak z tengely kérili elforgatdsa o szdggel.
b) R? pontjainak zy sikra vald tikrozése
c) R? pontjainak xy sikra vald vetitése
d) R® pontjainak z tengely irdnyi 3-szoros nyijtdsa
e) R? pontjainak z tengelyre vald tikrézése
f) R? pontjainak z tengelyre vald vetitése
Megoldds: Mindegyiknél konnyt megadni az i, j, k bazisvektorok képét.
a) i— (cosa, sina, 0), j— (—sina, cosa, 0), k+— k;
)i—i, j—j, k— —k;
)i—i, j—j, k—0;
) i—3i, j— 3j, k— 3k;
e) i —i, j— —j, k= k;
f)i—0, j—0, k—k;
és igy a standard matrixok:

[cosa —sina 0 [1 0 0 [1 0 0]
a) |sina cosa 0 b) |0 1 0 c) |0 1 0
| 0 0 1 |0 0 -1 |0 0 0]
[3 0 0 (-1 0 0 [0 0 0]
d |0 3 0 e) 0 -1 0 f) 10 0 0
|0 0 3 . 0 0 1 0 0 1
A magok és képek:
a) |b)| ¢ |d)|e)| f)
Ker ¢ 010] (k) |0|O0|((]
dimKer¢| 0 | 0 1 010 2
Im ¢ R? [R® | (i, j) |R* | R*| (k)
dimIme | 3 | 3 2 313 1

. Az el6z6 feladatot mdodositsuk gy, hogy a forgatds, tikrozés, vetités tengelye a (2,2,1) vektorral
pdrhuzamos, origon dtmend egyenes, illetve sikja a 2x 4+ 2y + z = 0 egyenletd sik legyen. Alkal-
mazzunk bdziscserét €s diadikus szorzatos maodszert! A bdziscserénél a mdsik bdzis legyen olyan
egységuektorokbol dllo bdzis, amelynek két eleme a (2,2,1) és (1,—2,2) vektorokkal pdrhuzamos!

Megoldds: Olyan bazist érdemes valasztani, amelyiknek a képét konnyt megadni és elkoordinatazni
az adott bazisban, tehat érdemes belevalasztani egy (2,2,1)-gyel parhuzamos (az az egyenes
érintévektora és a sik normalvektora), és két arra mergleges vektort. Még jobb, ha ezek paronként



8.
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merdleges egységvektorok, mert akkor az attérési méatrix ortogonalis lesz (1d. a 3. feladatot), igy
az inverzét egyszertien transzponalassal kapjuk meg. A javasolt (1,—2,2) meréleges (2,2,1)-re, és
a vektorialis szorzatuk merdleges lesz mindkettére. (2,2,1) x (1,—2,2) = (6,—3,—6). Legyen & a
standard bazis, és a masik B = { %(17 —2,2), %(2, -1,-2), %(2, 2,1) }, ebben a sorrendben. Ekkor a
transzformaciok matrixa B-ben éppen az el6z6 feladatban kiszémitott standard matrixokkal egyezik
meg. A standard métrixot ezutan kiszamithatjuk a [¢]e = P [¢]g P~ képlettel, ahol

122 o2 2
P=Te.p==|-2 -1 2| & P'=pPT=2-1|2 -1 -2
31 9 91 319 2 1

A 6 transzforméacio standard maéatrixa:
4 + 5¢ 4—4¢—-3s 2—2c+6s

1 €= Ccosw
a) g |4—4c+3s 44 5¢ 2—2c—6s|, ahol e
2—2c—6s 2—2c+H 6s 1+ 8¢ s =sina
1 -8 —4 [ 5 —4 2]
byl.|-8 1 —4 L. |-4 5 -2
-4 -4 7 -2 -2 8]
300 [-1 8 4] 4 4 2
0 0 3 4 4 -7 9 9 1

A merdleges vetitések és tiikrozések standard matrixat kozvetleniil is kiszamithatjuk abbol, hogy egy

origbn atmend, v irdanyvektori egyenesre vald merdleges vetités matrixa A = Ezt hasznalva

v[>
az egyenesre valo tiikrozés matrixa 24 — I, a v normalvektora, origdn atmend sikra valoé merdleges
vetités métrixa I — A, az ugyanerre a sikra valo tiikrozés matrixa pedig I — 2A4. Itt v = (2,2,1)7

az egyenes iranyvektora, illetve a sik normalvektora, tehat az egyes métrixok

w442 18
) A= =214 4 2 b)) [—24=-|-8 1 —4
V2909 9 4 Iy —a 7

5 -4 2 18 4

c) [-A=—-1-4 5 =2 e)2A—I=—-1 8 -1 4
Y1 9 2 8 o I

Adjuk meg a vektoridlis szorzds, mint linedris transzformdcio mdtrizdt a standard bdzisban! Mi a
magtere és a képtere?

Megoldds: Az (a,b,c) € R vektorral (balrol) valo vektorialis szorzas hatasa és standard matrixa

i j k 0 —c b
flx,y,2) = (a,b,c)x(z,y,2) =|a b c|=(bz—cy, cx—az, ay—>bx), A= c 0 —a
T Yy 2z -b a 0

A magtere az (a, b, ¢)-vel parhuzamos vektorokbol all, azaz Ker f = ((a, b, ¢)), mert két vektor vek-
torialis szorzata pontosan akkor nulla, ha valamelyik vektor nulla, vagy a vektorok parhuzamosak
egymassal. A képtér nyilvan benne van az ((a, b, c))J‘ altérben, masképpen az (a, b, ¢) normalvektori
ax + by + cz = 0 sikban (két vektor vektorialis szorzata mergleges mindkét vektorra), és a di-
menzi6tétel miatt a képtér 3 — 1 = 2-dimenzios, ezért az sziikségképpen a teljes sik.

a) Adjunk meg egy linedris transzformdcidt, amely az R? standard bdzisdt a vy, v, vs vektorokba
viszi! Irjuk fel a mdtrizdt a standard bdzisban!

b) Adjunk meg egy linedris transzformdcidt, amely az R? w1, wa, Wy fiiggetlen vektorait v, va, vs
vektorokba viszi! Irjuk fel a mdtrizdt a standard bdzisban!
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Megoldds: a) Mivel e; — v; (i = 1,2,3), aleképezés linearitasa miatt (z,y, z) = re;+yes+zeg —
rvy + yvo + zvs. Ennek a standard maéatrixa az a métrix, amelynek oszlopai rendre a vy, vo
és vy vektorok.

b) Legyen az a) rész szerint A = [vy|va|vs] a standard bazist a v;-kbe képezd f transzformacio, és
B = [wy|wsy|ws] a standard bazist a w;-kbe képezs g transzformécioé standard matrixa. Ekkor
wi-ket v;-kbe az fog™! i w; — e; — v; (i = 1,2,3) kompozicié képezi, amelynek standard
matrixa AB~! = [vy|va|vs][wy|wa|ws] L.

a) Az xy + z = 0 felilletet mibe viszi az a linedris transzformdcio, amelynek mdtriza

O = =
O = O
_— o O

b) Forgasssuk el a szdggel a standard bdzis elemeit a z tengely koril. Mi lesz az xy+ z = 0 feliilet
egyenlete az ij bazisban?

Megoldds: a) Nevezziik A-nak a megadott méatrixot, és legyen v = (x,y,2)T, w = (p,¢,7)T pedig

a v vektor képe: Av = w. Azt kell megmondanunk, hogy milyen egyenletet elégit ki w, amikor
v kielégiti az xy + z = 0 egyenletet.

T 100 p P
v=A"'w,azaz |y|=|-1 1 0 gl =|-p+g
z 0 0 1 r r

Tehat (z,y, ) rajta van az feliileten < p(—p+q) +7 =0 < —p? +pg+r = 0. Ez azt jelenti,
hogy az 1j feliilet egyenlete —x2 + zy + z = 0.
b) Az « szoggel valo elforgatas métrixa

cosa —sina 0 T cosa —sina 0 x’ x' cosa — y sin «
sin o cosa 0|, ésigy y| =|sina cosa 0| |y | = |a'sina+vy cosa
0 0 1 z 0 0 1 z z

az 0j bazis szerint (2’,y’, 2z’) pont eredeti koordinatavektora.
Igy az az xy 4+ z = 0 feliilet pontjai az 1j koordinatékkal az

(2’ cosa — y'sina) (2’ sina + y' cosa) + 2 =0

egyenletet elégitik ki. Kiszorozva és egyszertsitve, az Gj koordiatarendszerben a feliilet egyen-
lete

1 1
5(3:')2 sin 2a — §(y')2 sin 2a + 2"y’ (cos 2a) + 2’ = 0.



