Bevezetés az algebraba 1 7. feladatsor 2019. oktober 21.

Gyakorlo feladatok

. Hatdrozzuk meg azokat a c € 7 szdmokat, amelyekre az x3 + 222 + cx + 4 polinomnak van
raciondlis gyoke!

Megoldds: A racionélis gyOkteszt alapjan ennek a polinomnak csak +1,+2,+4 koziil
lehetnek a racionalis gyokei. Egyenként behelyettesitve ezeket, a c-re egy-egy linearis
egyenletet kapunk:

c+7=0, 5—c=0, 20+2c=0, —2c+4 =0, 100+ 4c = 0, illetve —28 — 4¢c = 0.
Mindgyiknek egész szam a megoldasa, igy a megfelels ¢ értékek: —7, 5, —10, 2, —25 (a
—7 az 1-hez és a —4-hez is jo).

. Hdny irreducibilis tényezd szorzatdra bomlik az f(x) = —6x% + 622 — 12 polinom Q[x]-ben,
Zlx]-ben, R[x]-ben, illetve Clx|-ben?

Megoldds: A —6 kiemelése utan racionalis gyokoket keresve megtalaljuk a —1-et, igy az
f(x) = —6(x+1)(22—2x+2) felbontast kapjuk. Ez Q[z]-ben és R[z]-ben is irreducibilisekre
bontas, mert az 22 — 2z + 2 masodfoki polinomnak nincs valés gydke. Itt a —6 egység,
tehat barmelyik tényez6hoz hozzarakhato, ezért f(x) két irreducibilis tényezs szorzatéara
bomlik Q[x]-ben és R[z]-ben is. Z[x]-ben csak +1 az egységek, igy a 6-ot is faktorizalni
kell: f(x)=—2-3(z+ 1)(z? — 2z + 2) négy irreducibilis tényezs szorzata. Végiil C f5l6tt
az Osszes gyokot kiszamolva az f(x) = —6(x + 1)(x — 1 — i)(x — 1 + i) felbontéast kapjuk
C|x]-ben, ahol harom irreducibilis tényezd szerepel.

. Hatdrozzuk meg az f(x) = —623 + 622 — 12 és a g(x) = 322 — 3z — 6 polinomok legnagyobb
(azaz kitintetett) kézos osztojat Qlz]-ben és Z[x]-ben!

Megoldds: Mivel f(x)-et mar az elébb faktorizaltuk, és g(x)-et is konnyt irreducibilis
tényezokre bontani: g(z) = 3(z — 2)(x + 1), a legnagyobb k6zds osztot itt érdemes a kozos
irreducibilis tényezdk szorzataként meghatarozni. Ez Q[z]-ben x + 1, Z[x]-ben 3(z + 1).

. Irreducibilis-e az f(x) = * — 62> + 922 + 3 polinom R folott, Q folott és Ly folott?
Megoldds: R folott nyilvan nem, mert R[z]-ben minden irreducibilis polinom els§ vagy

méasodfoka. Q[z]-ben irreducibilis a Schonemann—Eisenstein-kritérium alapjan (p = 3-
mal). Zs[z]-ben f(z) = z* + 22 + 1 = (2? + 2 + 1)? nem irreducibilis.
. Bontsuk fel a

228 — 25 — 9zt 4 42® — 622 + 5z +5
polinomot irreducibilis polinomok szorzatdra Q[z]-ben és Zs[xz]-ben!
Megoldds: A racionélis gyokteszt alapjan a polinom lehetséges racionalis gyokei +1 +5,
i%, ig. Ebbdl 1 és —% (egyszeres) gyokok:
2 -1} -9 4|1 —6 ) )
2 1| =8| —4|—-10| —5 0
2| 0] =8| 0|-10f O

(o

a hanyadosként kapott negyedfokii polinomot pedig 22 polinomjaként egyszerti tovabb
faktorizalni:

(x—l)(x+%)(2x4—8x2—10) = (z—1)(22+1)(z* —42® —=5) = (z—1)(22+1) (2> =5)(x* +1).
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Ezek a tényezsk irreducibilisek Q[z]-ben, mert a masodfoku tényezdknek nincs racionalis
gyoke. Zs[x]-ben viszont mindketts tovabb bonthato:

flx) = (x—l)(2x—|—1):v2(x2—4) = (x—l)(2x—4)m2(x—2)(x—2) = 2(x—1)(x—2)2:v2(x+2).

. Hatdrozzuk meg az x® + 3x% + 9z + 5 polinom gyékeit a Cardano-képlet segitségével!

Megoldds: A négyzetes tagot kikiiszobolhetjiik az y = x + 1 behelyettesitéssel:
(23 +322)+92+5=(x+1)3 =32 —-1+92+5=(x+1)3+6(x+1)—2=1y3+6y—2. Az y
megoldast u + v alakban keresve az (u® +v3 —2) + (3uv +6) (u +v) = 0 egyenletet kapjuk,
és erre még akkor is talalunk megoldést, ha feltessziik, hogy mindkét tag 0, pontosabban,
hogy ud + v3 = 2, és 3uv = —6. A v = —% behelyettesitéssel az u® — 2u® — 8 = 0
egyenlethez jutunk, amelynek megoldasa u® = 4 vagy —2, amibdl u = /4 vagy —v/2
(komplex kobgytkok). Ebbél elég egyet kivalasztani, mondjuk, az u = /4 valés kobgyokét,
2 _ V3

és a hozza tartozd v = —= = —/2 értéket, és ezekbdl az ¢ = —% + 5
egységgyokkel az
U1 2\3/_ — \3/5

Y2 25\3/4_1—82\3/5
Y3 252\?/4_1—8\3/5

1 primitiv harmadik

megoldast kapjuk, azaz
1 :\3/_— \3/5 — 1
X9 :5\3/1—5232—1,
I3 282\3/4_1—832—1

vagy algebrai alakban kifrva:
T =V4-2-1
22 = - (VA V3 - 14 L2+ V)i
22 = - (VA ¥3) - 1- L2+ V)i

. Ldssuk be, hogy ha p pdratlan prim, akkor ®q,(x) = ®,(—x), €s bizonyitsuk be ennek a
polinomnak az irreducibilitdsdt!
Megoldas: ¢(2p) = (2—1)(p—1) = p—1 = p(p), ezért a két polinom foka megegyezik.
¢, (—x) gydkei a p-edik primitiv egységgyokok negativjai, és ezeknek a rendje 2p, ugyanis
ha ¢ rendje p, akkor (—¢)?P = (=1)%e?? = 1,de (—e)2 =2 # 1 és (—e)P = —eP = -1 # 1.
Tehat ®,(—x) gyokei p — 1 darab kiilénboz6 2p-edik primitiv egységgyok, csaktgy mint
®,,, gyokei. Végiil mindkét polinom féegyiitthatoja 1, mert (—1)P~! = 1, tehat Pop(z) =
O, (—x). )
®(z)-r6] bizonyitottuk, hogy irreducibilis (®,(x + 1) = %
mann—Eisenstein-kritériumot a megadott p-vel), ezért ®(—z) is az.

kielégiti a Schone-
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8. a) Bizonyitsuk be, hogy ha f(x) € Z[x], és a,b € Z, akkora—b | f(a)— f(b).

b) Keressiink olyan egész egyiitthatds polinomot, amelyre

{f(=2),f(1),f(3) } ={2,6,11} (nem feltétleniil ebben a sorrendben)!
Megoldds: — a) Legyen f(x) = cpa™ + ...+ c1x + ¢o. Ekkor f(a) — f(b) = ¢p(a™ —b") +

oot ep(ad =)+ +ci(a—D), és a — b osztoja (aF — bF)-nak minden k > 1-re, igy
a — b osztoja (f(a) — f(b))-nek.
Vagy masképp:
a=b (mod (a—10b)) = a*=bF (mod (a—10b)) Vk = f(a)= f(b) (mod (a—b))a
kongruencidk miiveleti tulajdonsigai miatt.

b) Az a) rész miatt 5 | (f(3) — f(=2), igy { f(3), f(—2)} ={6,11}, és
31 (F(1) ~ F(-2)) = {f(), F(-2)} = {211},
ezért f(—2) a két halmaz metszetében van, amibdl f(—2) = 11, f(1) = 2, f(3) = 6,
vagy tablazatosan:

ze| —2| 1] 3|
flae)| 11] 2| 6]

Newton-interpolaciéval x-en:
fo(z) = 11. Ezt modositva { x1, x5 }-hoz:
fi(z) = fo(z) + A(x+2), 2o =1-ben2=114+34 = A= -3 =
fi(z) =11 -3(x +2) = =3z + 5. {z1, 22, x3 }-hoz:
fo(x) = fi(z)+A(x+2)(z—1) = =32+5+A(z+2)(xr—1), x3 = 3-ban: 6 = —4+104
= A=1=
fo(x) = =32 +5+ (z+2)(x — 1) = 2% — 2z + 3.
Tehat a legkisebb foku olyan f(z) polinom, amely kielégiti a feltételt,
f(x) =a2% - 22+ 3.
Természetesen barmely x? — 2x + 3 + A(z + 2)(z — 1)(z — 3) megfelel, ahol A € Z.
Lagrange-interpolacioval:
Az alappolinomok
Ls(z) = % = %xQ + 1—10x — %, igy az interpolal6 polinom
f(x) =11L1(z) + 2Lo(z) + 6L3(x) = 2® — 22 + 3.

9. Legyenek a,b,c az 3 — 222 + 4x + 6 polinom gyokei C-ben. Adjunk meg egy harmadfoki
polinomot, amelynek gyokei a +b, a+ ¢ és b+ c. (Ne szamitsuk ki a gyokoket, haszndljuk
a gyokok és eqyiitthatok kézti dsszefiiggéseket!

Megoldds: A Viete-formuldkbol tudjuk, hogy a+b+c =2, ab+ ac+ bc = 4 és abc = —6.
Az 4j polinom z3 + pz? + gx + r, ahol

—p=((a+b)+(a+c)+(b+c)=2(a+b+c) =4,
g=(a+b(at+c)+(a+b)(b+c)+(a+c)b+c)) =a®>+b*+c*+3(ab+ac+bc) =
(@+b+c)>+ (ab+ac+bc) =8, és

—r=(a+b)(a+c)(b+c)=a?b+a’c+b%a+b’c+ c*a+ b+ 2abc = (ab + ac + be)(a +
b+c)—abc=8+6=14.

Tehat a keresett polinom 23 — 422 + 8z — 14.



