Bevezetés az algebriaba 1 11. feladatsor 2019. november 25.

Gyakorlé feladatok
Van-e olyan n > 0, amelyre A™ =1, ha

0 0 01O
0 0 0 0 1
A=1[1 0 0 0 0]7?
0 01 0O
01 0 0 O
Megoldds: Az fa : x — Ax matrixleképezés az ey, ..., es; baziselemeket két ciklusban permutélja:

€] > e3> ey > e és ey > e5 > e, és az els6 ciklus elemeit az A harommal oszthatd hatvanyai
viszik 6nmagukba, a masodik ciklusét az A kettével oszthatd hatvanyai. Igy az A hatodik hatvanya
minden baziselemet helyben hagy, ezért A% = I.

. Tekintsiik a B ={(1,0,1),(2,1,3),(1,2,4) } bazist R*-ben. Mi a Te és a Tpeg dttérési mdtriz?
Adjuk meg a v = (1,1,2) vektor koordindtavektordt a B bdzisra nézve!

Megoldds:
1 2 1
Teen=10 1 2
1 3 4
6s Tpee =15 .
121 1] 100 1 2 1 | 1 0 O
01 2| 010|101 2 | 01 0] —
13 41] 001 013 | -1 0 1
1 0 -3 | 1 -2 0 10 -3 | -2 -5 3
01 2] 0 10=101 0] 2 3 —2|=
0 0 1] -1 -1 1 0 0 1 ] -1 -1 1
-2 -5 3 -2 -5 3 1 -1
TB%g— 2 3 =2 és [V]B:TB%g[V]g: 2 3 =2 1{= 1
-1 -1 1 -1 -1 1 2 0
. Mi lesz az {(z,y) | 322 — 2zy + 3y> = 4} C R? alakzat egyenlete, ha a standard koordindtarendszer

helyett a B ={(1,1),(—1,1) } bdzishoz tartozé koordindtarendszerben irjuk fel?

Megoldds: Ha a standard koordinatarendszerbeli ; pont koordinatavektora az 1j koordinata-

x z 1 -1 |2 P ;o .
rendszerben " akkor Y = Rk azaz r = ' —y' ésy =z’ +y’. Ezt behelyettesitve

az egyenletbe megkapjuk, hogy mi az az egyenlet, amit az (z’,y’) koordinataknak ki kell elégiteniiik:
3 —y )2 =2(2' —y) (@' +y)+3(2' +y')? = 4, azaz 4(2")* +8(y')? = 4, vagy normal alakra hozva,
()2 + (v/2y')? = 1. Ebbdl leolvashaté, hogy a megadott alakzat egy ellipszis, a nagytengelye (1, 1)
iranyt, és az 1j koordinatarendszerben 2- 1, az eredetiben 2|(1,1)| = 21/2 hossz1, a kisebbik (—1,1)
iranyt, az 4j koordinatarendszerben 2 - \/Li = /2 hosszti, az eredetiben /2|(—1,1)| = 2 hossz.

. Ha az f: R® = R? linedris transzformdcio mdtriza o B = {by,bs,bs } bdzisban

A=

S T
co Ut N
© o w

akkor mi a mdtriza a C = { bs, b, by }, illetve a D = { by, 2bs, bs } bdzisban?
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Megolddas:

c; = bg — 3by + 6by +9bs = 3c3+6ca +9¢c1 = [f(ci)lc= |6

cz = by = 2b; + 5by + 8bz = 2c3 4 5¢c2 +8c; = [f(c2)le = | 5

c3 = by — 1by + 4by + 7Tbg = 1cg + 4¢ + 7cy = [f(Cg)]C =4

= [fle=

W o ©
N Ot 0o
—os =

d1 = b1 g 1b1 + 4b2 + 7b3 = 1d1 + 2d2 + 7d3 = [f(dl)]'D =

1
2
7

4

dy = 2b; > 4b; + 10by + 16b3 = 4d; + 5dy + 16d3 = [f(d2)]lp = | 5
3
ds = by — 3b; +6by +9bs = 3d; +3dy +9ds = [f(ds)]p = | 3
9

4
)

O W W

16

5. Irjuk fel az aldbbi linedris transzformdciok mdtrizdt a megadott bdzisokban!
a) Az y = x egyenesre vald tikrozés az R? standard &, tovdbbd a B = {(1,1),(=1,1)}, illetve
C={(1,1),(-2,0) } bdzisdiban;
b) azx — Ax, ahol A = B _:1))] ,aB=1{(1,2),(1,1)} bdzisban;
c) az S: x—2y+ 2z =0 sikra vald merdleges vetités egy tetszdleges olyan bdzisban, amelynek
elemei mind pdrhuzamosak az S sikkal vagy merdlegesek rd, illetve a standard bdzisban.

Megoldds: ~ a) Mivel e; — e; és ep — ey, a standard matrix A = [0 1]

10
PzTgegzﬁ ‘ﬂ Tsce=P'=3| | ﬂ =
_ 11 1]fo 1][1 —1] 1 0
[f]B:PIAP:§[—1 1} [1 0} [1 1_:[0 —1}
QZTgHs:“ _(ﬂ, TBeé‘:Q_lzé__? ﬂ
_ L[ 0o 2][0 1][1 —2] 1 -2
Vs =@ 1AQ:§[—1 1] [1 0] [1 0_:[0 —1}
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b)
1 1 _ -1 1

Coys [ 11 1]t 1] -7 -3
fals = P AP_{ 2 —1} [2 —3} [2 1] _[10 5}
c) Legyen B = {by,bs,bs}, ahol by = (1,1,1) és by = (1,0,—1) az S két vektora és by =
(1,—2,1) a sik norméalvektora. Ekkor by és by 6nmagaba, bs 0-ba képzddik, igy
1 0 0
fls=]0 1 0
0 0 O

Szamitsuk ki az attérés matrixat!

11 1 (2 2 2
P=Te.p=1]1 0 —-21, P1l=-13 0 -3 =
1 -1 1 611 o 1
11 1]t oo0],[2 2 2 (52 -1
[fle=PlflsP™'=1]1 0 —2||0 1 0 13 0 Bl=5 22 2
1 =1 1||0 0 0 1 -2 1 -1 2 5

6. Irjuk fel alkalmas bazisban, majd a standard bdzisban is a v = (1,1,1) irdanyvektori, origon dtmend
egyenes korili 90°-os forgatds mdtrizdt!
Megoldds: Erdemes az egyenessel parhuzamos, és az egyenesre és egymésra meréleges vektorokat
valasztani. Legyen by = (1,1,1), erre merdleges by = (1,—1,0), és mindkettére merdleges ezek
vektorialis szorzata, bg = (1,1, —2). A forgatas b;-et 6nmagaba, ba-t a bg iranyt v/2 hosszt %bg

vektorba, bs-at a —bs iranyt, v/6 hosszti —v/3bsy vektorba. Igy a forgatas B bazisban felirt matrixa

1 0 0 1 V3 0 0
fls=10 0 —V3|=—| 0 0 -3
0 1/V/3 0 VBl o1 o

A standard méatrixot megkapjuk P[f]gP~! alakban, ahol P = Tg, 5 az attérés métrixa.

111 L[z 2
P=|1 -1 1}, pl=213 0 =
1 0 -2 614 9

2
-3
1
1111\/§001222
[fle=1]1 -1 1| —=| 0 0 —=3|.2[3 =3 0=
10 2| V3| 01 ol 8|1 1 -2
. 2v3  2v/3-6 2v/3+6
=——|2v3+6 23 23-6
V3 |9/3-6 92v3+6 23

7. Szamitsuk ki a kévetkezé mdtrizok determindnsdt elemi sormiveletek segitségével!

o --- -~ 0 1

0o --- 0 1 0

3 1 2 2 2 13 ) )
4 -3 6 9 1 -15

5 3 1 0 1 0 0

1 0 0

nxn
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=-1-13=-13
1 -1 5 1 -1 5
=10 8 —24| =810 1 -3|=
0 3 =7 0 3 -7
1 -1 5
=810 1 -3|=16
0 0 2

A negyedik matrixnal [n/2] sorcserét kell végezni (az els6 sort az utolsoval, a masodikat az
utolso eléttivel, és igy tovabb), hogy az identitas métrixot kapjuk, igy a determinansa (—1)"/2.

. Sormdveletek nélkiil, csak inverzidszamoldssal hatdrozzuk meg az aldbbi kigyck determindnsdt!

A=

o O o
O = O O
O O = O
o OO

Megoldds: Az A matrixhoz a 4,3,2,1 permutacié tarozik, amelynek az inverzidszama <2>

fgy |[Al=(-1)°-1* = 1.

O O O N

- O O O

0
-1
0
0

C

O w oo

0 3 0
=12 0 O
0 0 5

6,

A B-hez az 1,3,4,2 permutacié tartozik, inverzidszama 2, igy |B| = (=1)%-2-(=1)-3-4 = —24.
A C-hez tartoz6 permutacio 2,1, 3, inverziészama 1, és |C| = (—1)-3-2-5 = —30.

. Legyen A egy 5 x 5-6s mdtrix, amelynek determindnsa 3. Mi lesz a determindnsa a 2A71, (2A)71,

és A2 - AT . A=Y mdtrizoknak?

1 2

Megoldds: |2A71| = 25|A*1| =39. W — %
1 1
2A)7 | = — = —
A = 5 = 56

1
AQATAfleQA =9,
| = AP =9



