Bevezetés az algebraba 1
Egész szamok
Wettl Ferenc disinak felhasznalasaval



Egész szamok és sorozataik



Egész szamok és sorozataik

Szamok



Egész szamok: Z ={...,—2,-1,0,1,2,3,...} (Zahlen)
Pozitiv egész szdmok: N* = {1,2,3 ...} (Natural)
Nemnegativ egész szamok: No ={0,1,2,3,...}

Természetes szamoknak az el6z0 két halmaz valamelyikét szokas
nevezni, nincs egységes terminoldgia. Jelolése: N.

A természetes szamok halmazara igaz, hogy barmely nem (lres
részhalmazanak van legkisebb eleme (az e tulajdonsiggal rendelkezd
halmazokat jélrendezett halmazoknak nevezziik).

Az egészek halmaza nem jélrendezett halmaz.
Valés szamok halmaza: R.

A természetes szamok rendelkeznek az arkhimédészi tulajdonsaggal
(Arkhimédészi axiéma): Minden x € R valdés szamhoz van olyan n
természetes szam, hogy x < n.



Racionalis szamok: Q = {g | p,g € Z,q # 0} (Quotient), a nem

racionalis valésokat irracionalis szamoknak nevezziik.
Jolrendezett-e a nemnegativ racionalis szamok halmaza?

Nem. A teljes halmaznak ugyan van legkisebb eleme, a 0, de van

olyan nemiires részhalmaz, amelynek nincs. llyen példaul egy végtelen
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leszallé sorozat: 1
Algebrai szamok: gydkei valamely egész egyiitthatés polinomnak
(pl. V2 gyoke a x? — 2 polinomnak). A racionalis szamok is algebrai
szamok. A nem algebrai szdmokat transzcendens szamoknak

nevezzik (pl. ).



T A /2 irracionélis.

B Indirekt bizonyités: tegyiik fel, hogy v/2 racionalis, azaz van olyan p
és g természetes szam, hogy v/2 = g. Ekkor p = qv/2, tehat

qu:{nENJr \ n\@isegész} = 0 #£HCNT.

NT jélrendezett, ezért H-nak van legkisebb eleme: a.
DE= a(\ﬁ —1)=aV2 — ais egész, és V2 — 1> 0 miatt pozitiv,
tovabba bv/2 = 2a — ay/2 is egész, igy b € H.
Viszont v/2 — 1 < 1 miatt b < a. ¢
Ellentmondas!

Mj Vegyiik észre, hogy ez a bizonyitas, ellentétben a kézépiskolaban
tanulttal, nem hasznalja az egyértelmii primfelbontast. Préobaljunk

meg hasonlé bizonyitast taldlni tetszbleges \/d irracionalitiséra, ahol
d € NT nem négyzetszam.
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Egészrész-fiiggvény



D Egy x valds szam (alsé) egész részén azt a legnagyobb egészt értjik
(jelolése | x| vagy [x]), mely kisebb vagy egyenlé x-nél, azaz melyre
|x] <x < [x]+1. (I\/liért létezik ilyen?) x tort része {x} = x — | .x].

- 0] =0, |—g&5) = -1, [12.81] =12, | -12.81] = 13, |x| =3,
-] = -4,
- B=b 2

D Felsé egész rész: az az [x] egész, amelyre [x] — 1 < x < [x].
- [12.81] =13, [-12.81| = —-12, [7] =4, [—-7| = =3,

- 0<{x} <.

F1 Kifjezhet6-e a felsd egész rész az alsé egész rész segitségével?
F2 lIgazoljuk, hogy |x| + [x + %J = [2x]

F3 Igazoljuk, hogy |/[x]] = [V/X]



T Q siri R-ben, azaz

Va,beR, a<bredreQ: a<r<b

B Terv: olyan kis %—et keresiink, hogy %—enként lépegetve ne ugorhassuk

at az (a, b) intervallumot.
Arkhimédeszi axiéma = 3n: n > ﬁ, azaz % < b-—a.
k € Z a legkisebb, hogy a < % &
k € 7 a legkisebb, hogy an < k &
k=|an| +1. Igy
k—1<an<k

k=1 1
<a+ti:<a+(b—a)=0b.

n

<a<

Six

Kérdés: Mennyire kozelitenek jol a racionalis szamok?

Akarmennyire, ha a nevezé nagy. Nyilvdn minden a € R-hez és
+ P 1

n € N*-hoz van p € Z, hogy |a — 2| < 5.

Es ha a nevezét korlatozzuk?



T Dirichlet approximacios tétele

Tetszdleges o € R valds szdmhoz és tetszbleges n € N* szdmhoz
|étezik olyan p,q € Z, ahol 1 < g < n, hogy

1 p 1
g — p| < =, azaz |a— =| < —.
n ql nq
B A skatulyaelv szerint a 0, {a}, {2a},..., {na} szdmok kézétt van

kettd, amelyik azonos intervallumba esik a kovetkezék koziil: [0, %)
12y 12 3 -1

=2l By ke e 2=, 1k

Legyen |{ja} — {ia}| < 1, ahol i < j.

Ezt atalakitva:

1> (o} ~ {ia}| =|Gia ~ Lja)) — (ia — Lia])| =
=1G ~ Yo~ (Lja] ~ Lia)

Tehdt g =/ —iés p=|ja| — [ia] megfelel.




T Irracionalis szamok approximacios tétele

Tetszlleges « irracionalis szamhoz végtelen sok olyan g tort létezik,
melyre

Mj Feltehetd, hogy q > 0.

Mj Ha g kielégiti a fenti egyenlétlenséget, akkor csak véges sok bévitése
van, ami ugyancsak kielégiti.

Mj Ennél tobb is igazolhatd, nevezetesen az is igaz, hogy végtelen sok
olyan g tért létezik, melyre



B A Dirichlet-approximaciébdl tetszoleges ni-re van p1, gi:

1 1
‘a— a1 < < =
a0 niqi g1
« irraciondlis ~» dny: ‘04 — % > n% A Dirichlet-approximécié adja
-héz a B2 8
ny-hoéz a s tortet.
1 1
‘a—pz <<<‘a—pl 5
q2 n2qz nz q1
. fen i 1
bt stb. niiy valasztdsa: o — &| > o (i=1,...k).

b2 o L

P |vV2— £ ~0.0142 <0.04 = 5
V2 — & ~0.08088 > 0.027 = =,

V2 — 2| ~ | —0.085786] > 0.027 = &

\7r—272\~\—0.00126\<0.OO29<73

F Hamis-e az allitas racionalisokra?
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Indukcio



Indukci6: kovetkeztetés az egyes esetekbdl az dltalanosra (&ltalaban
bizonyos valdsziniiséggel).

Teljes indukcié (mathematical induction): ha egy n paramétertdl
fuggd allitas igaz valamely ng € Ny kezdGértékre, és az allitas
oroklédik barnely ng-nal nagyobb egészrél az 1-gyel nagyobb egészre,
akkor igaz minden n-re, melyre n > ng. Formulaval:

Teljes indukcié Ha ng € | C Z>py :={no,n0 +1,...}, és n € | esetén
n+1¢€l, akkor | = Zzp,.

A teljes indukcidé kovetkezik a természetes szamok
jolrendezettségébdl: Ha nem igaz, akkor Z=p, \ /-nak kellene, hogy
legyen legkisebb m eleme, mert Zp, is jélrendezett. De akkor
nn<m-1¢cl éigymel ¢

A teljes indukcié egy masik valtozata kovetkezik az el6z6bol:

Ha a P éllitas ,igaz ng-ra”, és ,ha igaz valamely n esetén minden
no,no +1,...,n egészre, akkor igaz n+ 1-re is", akkor P igaz minden

n > ng egészre. 10



P

m

ik(k—i—l): n(n+1)(n+2)

3
k=1
Leosztva 2-vel a kovetkez6 alakot kapjuk:

%(29)- (%)

(1. mo) teljes indukcié: n =1 esetén (3) = (3) v
n=n+1:

5 ()5 (2= (57037 (1)

(2. mo) kombinatorikai: n+ 3 elembdl tgy valaszthatunk ki kettét,

hogy sorba rakjuk Oket, kivessziik az elsét (az elsé n elem kozill),
maJd a masik kettot a sorban hatrébb [évok koziil.

Zk2:12+22 am=" n(n+1)(2n+1)
k=1 6
Hany éle van egy n-cstcsu fanak?

[Utmutatas: hagyjuk el a fa egy tetszéleges élét] 11
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Rekurzié



Rekurziv sorozat: a sorozat n-edik tagjanak definiciéjaban a kisebb

indexii tagok is szerepelnek.

D Fibonacci-sorozat fy =0, i =1, f = fh_1 + fh—2 (els6 néhany tagja:

0,1,1,2 3,58, 13, 21, 34, 55, 89, 144, 233, 377, 610, 987, 1597,
2584, 4181, 6765, ..., (OEIS A000045)

P Hanyféleképp fedhetd le egy 2 x n-es sakktabla n dominéval?

m Grafikus bizonyitas: f, 1.

F Altalanositott Fibonacci-sorozat: Legyen gn, = gn—1 + gn—2. 80 = a,
g1 = b. lgazoljuk, hogy g, = af,_1 + bf,.

12


https://oeis.org/A000045

F1 Hany olyan részhalmaza van az {1,2,..., n} halmaznak, melyben
nincs két szomszédos szam?

F2 Hany olyan n-hosszi sorozat képezhet6 az 1, 2, 3, 4 szamokbdl,
melyek 1-gyel kezdédnek, és minden szdm pontosan 1-gyel kiilénbozik
az el6z6tol?

F3 Mennyivel egyenlé az alabbi n tértvonalat tartalmazé tort?

1
14

1+

1+
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Lanctortek™



Legyen x € R, ap = | x|,
xlz{x}wx:ao—kxlzao—i-%, ha x; # 0.

HESIO S
31: —'X2: — N
X1 X1

1

X = ap+ =a+——=,haxx#0, ...
a1 +xo ai++
x
1
X = ay +
1
ai +
1
a +
1
an + Xn+1
X = [80,31,32,...,an+xn+1]

Ha valamely n-re x,+1 = 0, akkor x = [ao, a1, a2,
x végtelen lanctort alakja [ag, a1, a2, .-, an,---],
[a0, a1, a2, . . ., an] az n-edik szelete.

..., an|, egyébként
melynek



P /2 lanctért alakja: v/2 = [1,2,2,2,...] (A040000)
mx:ﬁ,aozl,xlzﬁ—l,ﬁ :\f2+1:2+(\6—1),

31:2,X2:\/§—1,...

= 1l

1+

2+
2+
L

1
2+ —
P e=[2,1,2,1,1,4,1,1,6,1,1,8,...] (A003417),
7 =[3,7,15,1,292,1,1,1,2,1,3,1,...] (A001203),
V51— [1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,...] (A000012), az aranymetszés
aranya (a kisebbik tgy aranylik a nagyobbikhoz, mint a nagyobbik az

egészhez).

15


https://oeis.org/A040000
https://oeis.org/A003417
https://oeis.org/A001203
https://oeis.org/A000012

T Egy szam lanctort alakja pontosan akkor véges, ha a szam racionalis.

T Ha az x irracionélis szdm lanctort alakja [ag, a1, 82,...,an,...], és
n-edik szelete [ag, a1, a, ..., an| = g—: ahol r, és s, relativ primek,
akkor minden n-re

rn 1
-2}

és barmely két egymast kovetd szelet legaldbb egyikére

252

‘ .
n

Sn

is fennall.

P 7 szeletei: 3 =[3], 22/7 = [3,7], 333/106 = [3,7,15],
355/113 = [3,7,15, 1], 103993/33102 = [3,7,15,1,292],
104348/33215 = [3,7,15,1,292,1],. ..
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