Bevezetés az algebraba 1
Egész szamok
Wettl Ferenc disi alapjan



Oszthatoésag



Oszthatosag

Oszto



D |Oszto
A b egész szamot az a egész szam osztojanak nevezziik (a oszthaté
b-vel, a tobbszorose b-nek, jeldlése b | a), ha van olyan g egész,
hogy a = bq.

Nyilvan: 41 és 4+a osztdja a-nak minden a-ra
D b | aesetén b valédi osztdja a-nak, ha b # +a, 1.
A (1) a|0VaeZ (0-valis: 0=0-0).

(2) a 0 csak a 0-nak osztdja,

(3) al b, b#0= |a| <|b],

Mj Az oszthatésag hasonléan definidlhaté pl. az egész vagy a valds
egyiitthatés polinomok kérében: x — 1 | x3 — 1, mert
x3—1=(x—-1)(x>+x+1).

F Hany osztdja van a 15-nek Z-ben?

D |Egység

u€Zegység, haula VaeZ.



K A/(3)-bdl kdvetkezik, hogy Z-ben csak +1 egység.

Mj Mas fogalom az egységelem: ua = au = a Va (Z-ben az 1).

F1 A péaros szamok korében, 27Z-ben, mit jelent az oszthatdsag? 2
osztdja-e itt a 6-nak? Van-e egység? Minden szdmnak van-e osztéja?

F2 Mik az egységek a valds egyiitthatés polinomok korében, R[x]-ben?

F3 Hany olyan 400-nal kisebb pozitiv egész szdm van, amely nem
oszthatd a 2, 3, 5 szamok egyikével sem?

T Az oszthatoésag alaptulajdonsagai
Va, b,c,m,n € Z-re:
(1) a| a (reflexiv)
(2) a|bésb|c= a]c (tranzitiv)
(3) al|bésa|c=a|mb+ nc
(4) a|bésm|n=-am| bn

Mj R[x]-ben is teljesiilnek ezek, de 27Z-ben nem teljesiil a reflexivitas.



F 7321 +272 (peN)

m Teljes indukcié: n =0 esetén 7 | 3+ 22 v
n=n+1:
32n+3 < 2n+3 =9. 32n+1 4+ 2. 2n+2 _ 2(32n+1 4 2n+2) 7. 32n+1

P Az R={a+ by2|a,bc 7} szimhalmazban a szokasos miiveletek
mellett a +(1 + 1/2)" alakii szdmok egységek, ahol n tetszbleges
egész. (lgazolhatd, hogy mas egység nincs).

m £(14v2)(—1+v2) = %1, igy =(1 + v/2) és annak minden
nemnegativ egész hatvanya is oszt minden a + bv/2 alakii szamot.
Hasonléképpen a negativ egész kitevOs hatvanyai is, mivel
1/(1+v2)=-14+V2.

Itt nem mondhatunk olyat, hogy az oszté valamilyen értelemben
kisebb annal, amit oszt: |14 /2| > 1.



Oszthatosag

Maradékos osztas



T Maradékos osztas nemnegativ maradékkal

Tetszbleges a, b € Z, b # 0 egészekhez egyértelmiien léteznek olyan
q, r € 7, egészek, hogy

a=bg+r, és0<r<|b|

B Kell: geZ: 0<a—bg<|b|, azaz bq < a < bq + |b]
hab>0: bg<a<bg+b ©qg<i<qg+l & q=|%]

]

hab<0: bg<a<bg—b ©qg=22>qg-1 & qg=]|

Tl

g a fentiek alapjan egyértelmi, ezért r is az.



Mj A tételbeli 0 < r < |b| feltétel kicserélhet6 erre: |b| <r< |b|.

Ekkor a nemnegativ maradék helyett a legkisebb abszolut értéki
maradékot kapjuk.

F Hogyan allitjuk el6 itt a g-t?

P Osszuk el maradékosan — nemnegativ, illetve legkisebb abszolit
értékii maradékkal — a-t b-vel, ha |a| =20 és |b| = 7.

m Nemnegativ maradékkal: 20=7-2+6, —20=7-(-3) + 1,
20=(-7)-(-2)+6, —20=(-7)-3+1.
Legkisebb abszolit értékli maradékkal: 20 =7 -3 — 1,
-20=7-(-3)+1,20=(-7)-(-3)—1, -20=(—7) -3+ 1.



Oszthatosag

Szamrendszerek



T b-alapi szamrendszer

Legyen b > 1 egész szdm. Ekkor barmely m € NT szam
egyértelmien el6all

m=aph" +a,_1b" 1+ ... +ab+a, 0<a<bh a,#0

alakban.

Az m szam b alap( szamrendszerbeli alakjat (a,an—1 ... a1a0)p jeloli
(a zardjel vagy a b index elhagyhatd, ha nem okoz félreértést).

Ha b > 10, a szdmjegyeket az adbécé betliivel pétoljuk, pl. a 16-os
szamrendszer szamjegyei: 0, 1,...,9, A, B, C, D, E, F.

P 26 = 26590 = 1A16 = 325 = 1224 = 11010, = 1015 = 1006.



B Ha van ilyen alaki el6éallitdsa m-nek, akkor ap csak a b-vel vald
maradékos osztas maradéka lehet. Ezt ismételve a szamjegyek
egyértelmien adédnak:

m = bqg + ag, 0< ag < b, go=apnh" 1+...+ab+a
go = bgi + a1, 0< a1 < b, qlzanb"72+...+agb+a2
q1 = bgo + a, 0< ax < b, o =aph" 3+ ...+ asb+ a3
Gn—2 =bgn_1+ap—1, 0<ap—1<b, go-1=an

gn-1=b-0+ ap, 0O<a,<b

A maradékos osztasok lancolata addig tart, mig valamely osztéas
hanyadosa 0 nem lesz. Ez véges sok |épésben megtorténik, mert
m>qop>qi> - > qn-1 > 0. Az a; szdamok pedig valéban m kivant
eléallitasat adjak, mert ((...(apb+ an—1)b+...)b+a1)b+ ap =
apbh" + ap_1b" 1+ ...+ a1tb+ a3y =m.



P Hasznaljuk az ismételt maradékos osztas technikajat az alabbi szamok
megadott szdmrendszerbe valé atirasaral
1001 = Xy, 27648 = Y3, 6252 = Z5

m X = 1111101001 Y = 1101221000 Z = 200002
1001 | 2 27648 | 3 6252 | 5
500 1 1001=2-500+1 9216 | 0 1250 | 2
250 |0 500=2-250+0 3072 | 0 250 | 0
125 {0 250=2-12540 1024 | 0 50 |0
621 125=2.62 +1 341 |1 1010
31/0 62=2-31 +0 113 | 2 2|0
151 31=2-15 +1 37 |2 2
701 15=2.7 +1 12 |1
3|1 7=2-3 +1 410
1)1 3=2-1 +1 171
0|1 1=2.0 +1 01




Mj A b-es és bk-os szamrendszer kozott egyszerii az attérés: ha az

m = a,b" + a,_1b" 1 + ...+ a1b + ap kifejezésben jobbrél kezdve
k-anként 6sszevonjuk a tagokat, és kiemeljiik bel8litk a b megfelelé
hatvanyat, akkor bX-as szamrendszerben valé felirast kapunk, mert az

Osszevont tagokbdl kapott egyiitthatd

0 SCkflbk_l + Ck,Qbk_2 +...+ab+ g
<(b-1)(b*t+...+b+1)=b-1<b"

frjuk at az 110111010010001, szamot 8-as és 16-o0s, valamint az
AE1F;6 szamot 2-es szamrendszerbe!

110/111/010]010/001 ~» 672213
110/1110]1001|0001 ~ 6E911
AE1Fs ~ 1010/11100001/1111 ~~ 1010111000011111,
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A Horner-moédszer polinom kiértékelésére
Barmely n-edfoki polinom kiértékelhet6 legfoljebb n szorzas és n
Osszeadas hasznalataval, ugyanis

anx" 4+ ap_1x"1 + ...+ aix + ag

=(...((anx + an—1)x + an—2)x + ...+ a1)x + ap.

- A polinom kiértékelése egy egyszer(i tablazatban kovethetd:
P " |
X ‘ an ‘ anX + an—1 ‘ o Go(anx F an—1)x + ...+ a1)x + ao ‘
P Legyen p(x) = x> — 3x* — 6x3 — 90x + 3. p(5) =7
m A sima behelyettesités kényelmetlenebb (5° = 3125). Horner-médszer:
|1]-3]|-6| 0]-90] 3
5[1] 2] 4]20| 10]53
Tehat p(5) = 53.




F frjuk at az alabbi szamokat 10-es szamrendszerbe: 1101001015,

12012013, AAF16. Hasznaljuk a Horner-mddszert!

1l1]o] 1| o] o] 1| o] 1
M ST (3 6\13\26\52\105\210\421
1]2 o\ 1\ 2\ 0\ 1
3[1]5]15]46 | 140 | 420 | 1261
A A F
16|10 |16-10+10 | 16-170 + 15
16 | 10 170 2735
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Kozos osztok




Koz0s osztok

Legnagyobb kozos oszto



D Legnagyobb kozos oszté (Inko, gcd)

Az a, b € Z szamok legnagyobb k6zos osztéja az a d egész szam,
mely

1. kozos osztd, azaz d | a és d | b,

2. a kozos osztdk kozill a legnagyobb (ha van ilyen), azaz ha c | a
és c | b, akkor ¢ < d,

3. az a= b = 0 esetben d = 0.

Jelolések: d = (a, b), d = Inko(a, b), d = gcd(a, b) (az angol
'greatest common divisor’ kifejezésbél)

Az els6 két feltétel barmely két a, b egész szam legnagyobb kozos
osztdjat egyértelmiien definidlja, kivéve, ha a = b = 0, amikor nincs
legnagyobb a k6z6s osztdk kozott.

A legnagyobb kozos oszt6 — az a =0, b = 0 eset kivételével —
pozitiv, mert az 1 is kdz0s oszto.
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> T D

>

12 és 18 kozos osztdi: +1, +2, £3, +6, igy (12,18) = 6.
(12,6) = (—12,6) = 6, (12,8) = (—12,—8) = 4, (12,7) = 1

Koénnyen lathaté:

Ha m,n € Z, akkor (m,0) = (0, m) = |m|, (m, mn) = (mn, m) = |m|,

tovabba (m,n) = (n,m) = (—m,n), ...

Legyen K(a, b) az a és b kozds osztdinak halmaza. Ekkor minden
n € Z-re K(a,b) = K(a — nb, b), tehat (a, b) = (a — nb, b).
claésc|b~c|la+(—n)bésc]|b.

cla—nb, c|b~c|l(a—nb)+nb=aésc|b.
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Koz0s osztok

Kitiintetett kozos oszto



D Kituntetett k6zos oszto
Az a, b € Z szamok kitlintetett kozos osztdja az a d € Ny szam,
mely

1. kozos osztd, azaz d | a és d | b,

2. hac|aésc]|b, akkor c | d.

- A c < d feltételt a c | d feltételre cseréltiik, vagyis csak az
oszthatésag fogalmat hasznaljuk, a szdmok rendezését nem!

- Mivel az oszthatdsagon egy egységgel vald szorzds nem valtoztat, itt
csak a nemnegativ szamokra szoritkozunk (d € Np).

- Latni fogjuk, hogy e két fogalom azonos eredményt ad, ezért nem
vezetiink be (j jelolést.

- Ez a definicié a (0,0) = 0 értéket is természetes médon adja.

P 12 és 18 kozos osztdi: +1, £2, +3, +6. 6 az az egyetlen nemnegativ
szam, mely e szamok mindegyikével oszthatd, tehat 6 a kitiintetett
kozos oszto. 15



Koz0s osztok

Euklideszi algoritmus



T A kitiintetett kozos oszto létezése

Barmely két egész szamnak létezik kitlintetett kdzos osztdja.

B Ha b =0, akkor (a, b) = |a|, ha b | a, akkor (a, b) = |b|. Tegyiik fel,
hogy bt a és az egységes jelolés érdekében legyen rp = a, n = b.
Osszuk el maradékosan a-t b-vel, a maradék legyen rp, majd b-t

osszuk r-vel. .. K(a, b) =
n=ng+nr K(r,n) = K(rn—ng,n) = K(r,n) = K(r,n)
n=ngp+n K(ri,r) = K(rn,n)
(r,r3) = K(rs, )

n=nqg+rn K

-2 = rn-1Gn-1+rn  K(ra—2,rm-1) = K(rn—1,ra)

In—1 = raqn +0 K(rn-1,m) = K(rs,0)

Mivel K(r,,0)-nak r, a kitlintetett eleme, azaz, az a nemegativ szam,
amelyet az Osszes tobbi oszt, d = r, kitlintetett kdzos osztdja a-nak

és b-nek. Az algoritmus véges sok |épésben véget ér, mivel
rp>r3>--->r,>0. 16



A kitiintetett kozos osztéd egyértelmii, ugyanis ha c és d is kitiintetett
kozos osztd, akkor ¢ | d és d | ¢ miatt ¢ és d egymas egységszerese,
ami ¢ és d nemnegativitdsa miatt csak ¢ = d mellett lehetséges.

A d kitlintetett és a D legnagyobb k6z0s oszté megegyezik: d
definiciéja miatt D | d, igy D < d, D definicidja miatt d < D, tehat
d=D.

A tételbeli algoritmust euklideszi algoritmusnak nevezziik.
Leegyszeriisitve legyen ro = |a|, rn = |b|, ahol |a| > |b| > 0.
Ismételten végezzik el az ry = rx11qx+1 + rk+2 maradékos
osztasokat, ahol 0 < rgyp < rg+1. Az algoritmus ledll, ha valamely
rnr1 = 0. Ekkor a kitlintetett k6z0s osztd r,,.

Az euklideszi algoritmus a legkisebb pozitiv maradék helyett a
legkisebb abszoldt értékiivel is szamolhaté: ekkor |ry| lesz szigordan
monoton cskkend, és az algoritmus < log, |b| [épésben véget ér (a
maradék fels6 becslése felezddik).
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P (24,17) =7, (288,204) =?

m 24 =17-1+4+7 288 =204 -1 4 84
17= 7-2+3 204 = 84-24 36
7= 3-2+1 84 = 36-2+12
= -8 36 = 12-3

Egyszeriien: (24,17) = (7,17) = (7,3) = (1,3) = (1,0) =1,
(288, 204) = (84,204) = (84,36) = (12, 36) = (12,0) = 12.
F Szamitsuk ki (21,13) értékét minimalis absz. ért. maradékkal is!
m (21,13) =(8,13) =(8,5) = (3,5) =(3,2) =(1,2) = (1,0) =1
(21,13) = (=5,13) = (=5, —2) = (1,—2) = (1,0) = 1.

D Az a és b egészeket relativ primeknek nevezziik, ha (a, b) = 1.

18



Osszefoglaljuk a legnagyobb kozos oszté legalapvetbb tulajdonsagait:

A A Inko elemi tulajdonsagai

(1) (a,b) = (b, ) (2) (a,b) = (=a,b) = (a,—b) = (—a,-b) (3)
(a,0) =|a| (4) (a,b) =(a—mb, b) (5) a|césb|d=

(a,b) | (¢, d)

B (1)—(4)-et lattuk korabban.
Az (5)-hoz hasznaljuk a kitiintetett kozos osztd definiald
tulajdonsagat:
(a,b) |a|cés(a,b)|b|d= (a,b)](c,d).

19



Kibovitett euklideszi algoritmus

T Kibdvitett euklideszi algoritmus

(a, b) kifejezhetd a és b alkalmas x,y € Z egészekkel vett linearis
kombinacidjaként, azaz felirhat6 (a, b) = ax + by alakban.

B Végezziik el a, b-re az euklideszi algoritmust. Teljes indukciéval
bizonyithat6, hogy minden r; felirhaté ax + by alakban:
rn=a=a-1+b-0ésrn=b=a-0+ b-1 felirhatd, és ha j < i-re
rj = axj + by;, akkor

riy1 =ri-1 — riqi = (axi—1 + byi—1) — (ax; + byi)q; =
=a(xi—1 — xiqi) + b(yi-1 — yigi),
tehat (a, b) = r, is felirhatd.
K Barmely a, b egészre {ax + by | x,y € Z} = {(a,b)c | c € Z}.
B Cv,OV
20



P Kibovitett euklideszi algoritmussal hatarozzuk meg a kdvetkezo
linearis kombinacidk egyiitthatdit:
(1) (24,17) =24m+ 17n,  (2) (288,204) = 288m + 204n.

m 24 =17-1+4+7 7T=24-17
17= 7-2+3 3=17—-2.-7=-2-24+3-17
7= 3-2+1 1=7-2.-3=5-24—-7-17
§= 18

Tehat (24,17) =5-24 — 7 - 17 = 1. Az euklideszi algoritmus
egyenleteinek 12-vel vald szorzésa adja a masik feladat megoldasat:
(288,204) =5-288 —7-204 = 12.



Mj Mechanikussa tehet6 az el6z6 szamitas, ha egyenléségek lineéris
kombinaciéit szamoljuk:

2= 1-24+0-17
17= 0-24+1-17
7= 1-24-1-17
3=-2.-24+43-17
1= 5.24-7-17
Tablazatosan, az els6 oszlop el6tt kiirva, hogy az adott sor
hanyszorosat adjuk az el6z6 sorhoz:

24 17 288 204

241 1 0 288 1 0
-1(17] 0 1 -1 | 204 0 1
20 7)1 -1 -2 | 84 1 -1
21 3]-2 3 2| 36| -2 3
3|1 1| 5 -7 -3 12 5 -7




A Inko tovabbi tulajdonsagai

T A Inko tovabbi tulajdonsagai
(1) (ac, bc) = c(a,b), hac >0

)

@) (ab)=d 0= (3.2
(3)clabés(c,a)=1= c|b.
(4) (a,c) =1 = (a,bc) = (a,b).

(a,b) | a ~ (a,b)c|ac
(a,b) | b ~ (a,b)c| bc
a,b) = ax + by ~~ c(a, b) = (ac)x + (bc)y ~- (ac, bc) | c(a, b)

) 1, aza a és 2 relativ primek
= zaz — és — iv pri .
’ d®d =

B (1)

(a, b)c | (ac, bc) masrészt

(
(2) az el6zébdl v/

(3) (elsB biz.) ¢ | ab, ¢ | cb ~ ¢ | (ab,cb) 2 (a, c)|b| = |b| | b.
(mésodik) (c,a) =1~ 1=cx+ay ~ b= becx + aby ~~ c | b.
(4) (a,b) | (a,bc) v

(

a,bc) | (ab, bc) = |b|(a,c) | b, (a,bc) | a ~ (a, bc) | (a, b) .



Az el8z6 tételt hasznélva szamitsuk ki (12321, 4218) értékét!
@) 4)

m (12321,4218) = 3(4107,1406) = 3(4107,703) = 3(—111,703) =

3(111,37) = 3(0,37) =3-37 =111
Egy processzor gyorsan von ki két szamot egymasbél és oszt paros
szamot 2-hatvannyal (a binaris alakjanak végén lévé k darab 0-t

tordlve k hellyel jobbra tolja: ez a 2%-val valé osztasnak felel meg; pl.

11010000, = 208 oszthaté 2%-nel, a hanyados 1101, = 13). E két
mivelettel hogy szdmolhaté a Inko? Szamoljuk ki (48, 34) értékét!
A kovetkezo |épésekkel folyamatosan csokkentjik a szdmokat:

0. ha indulaskor mindkét szam paros: (2ka,2¥b) = 2k(a, b)

1. ha csak az egyik szdm paros: (2ka, b) = (a, b) vagy

(a,2%b) = (a, b)

2. ha mindkettd péaratlan: (a,b) = (a — b,b) = (a,b — a)

(48,30)  2(24,15) £ 2(3,15) Z 2(3,12) = 2(3,3) £ 2(3,0) =
2:3=6
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Koz0s osztok

Linearis diofantoszi egyenletek



A diofantoszi egyenlet 2- vagy tobb ismeretlenes egyenlet, melynek
csak egész megoldasait keressiik.

Linearis diofantoszi egyenlet: ax + by = ¢, (a, b, c € Z)
Pitagoraszi szamharmasok: x2 + y? = z2

Nagy Fermat-tétel (Wiles, 1995): az x" + y" = z" egyenletnek nincs
nemtrivialis megoldasa, ha n > 2.

Bty +28=wd(33+43+53=6%

x* + y* + z* = w* (Elkies, 1986:

2682440% + 15365639* + 18796760* = 20615673*, a legkisebb Frye,
1988: 95800% + 217519% + 414560* = 422481%)

Két négyzetszam osszege: x2 + y2 = n (van megolddsa <= n
primtényezéi kozil a 4k — 1 alakd primek paros kitevén vannak)

Pell-egyenlet: x% — ny? = £1.

25



T Linearis diofantoszi egyenlet megoldhatdsaga és megoldasa
Legyen d = (a,b), a# 0, b # 0. Az ax + by = c lineéris diofantoszi
egyenlet pontosan akkor oldhaté meg, ha d | c. Ekkor az ésszes
megoldas folirhatd x = xo + gt, y = Yo — gt alakban, ahol t
tetszbleges egész.

B (=) Ha axg+ byo = c, akkor d | a, d | b ~~ d | axo + byy = c.
(<) Legyen am+ bn =d. Ha d | ¢, azaz ¢ = td, akkor
atm + btn = c.
Ha xp, yo megoldas, akkor x = xp + gt, y = yo — gt is, ugyanis

3X+by=aXo+a§t+byo—b§t:axo—|—byo:c.

Ha ax + by = c egy tetszbleges megoldas, akkor kivonva a két
egyenletet:

o

a(x —x0) =b(yo —y) ~ F(x—x0) = g0 —Y)

Mivel (5,3):1, ezértg|(xfxo)«/»x:x0+§twy:yof§t.

26



P 3x+4y =5

M (3,4) =15 ~» megoldhaté.
1=4—-3~5=3-(-5)+4-5~x=-5+4t, y=5-3t
A megoldasok geometriai szemléltetése (a 3x + 4y = 5 egyenes és 4

megoldas):
(_F K
J’ J
\\
\
N
(—1 2
J., ~
\\
NG
(3 1
J, 4L
\\
\
N

(77 _4)
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P Epp 12000€-t fizetett egy cég néhany 288€ és néhany 204€ értékii

aruért. Melyikbdl mennyit vasarolt, ha az els6bdl tobbet vett, mint a
masodikbdl?

Diofantoszi egyenlet: 288x + 204y = 12000, ahol x, y > 0 egészek.
Megoldhat6, mert (288,204) = 12 | 12000.

A megoldasok halmaza megegyezik a 24x + 17y = 1000 egyenlet
megoldasaival.

Egy megoldast ad a kibdvitett euklideszi algoritmus:
1=(24,17)=5-24 —7-17 ~ 5000 - 24 — 7000 - 17 = 1000.
Osszes megoldas: (5000 + 17t)24 + (—7000 — 24t)17 = 1000.

A feltételek: 5000 + 17t > —7000 — 24t > 0, azaz

—% <t< —%, amelynek egész megoldasa csak t = —292.

Tehat az elsébdl 36-ot, a masodikbdl 8-at vasaroltak.
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