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Felbonthatatlan szamok, primszamok



D Felbonthatatlan szamok

p € NT felbonthatatlan, ha p # 1 és nincs valédi osztéja, azaz
p=ab, a,be Nt = a=1vagy b=1.

p € Z felbonthatatlan, ha p nem egység és nincs valédi osztéja, azaz
p = ab, a,b € Z = a vagy b egység.

Mj 1. A masodik megfogalmazas NT-ra is érvényes:
p € NT pontosan akkor felbonthatatlan természetes szamként, ha
egész szamként felbonthatatlan.
2. A 0 nem felbonthatatlan Z-ben, ui. a 0 =0 - 0 felbontasban egyik
tényezd sem egység.

D ac NT osszetett szdm ha a # 1 és nem felbonthatatlan.

T Minden 1-nél nagyobb egésznek van felbonthatatlan osztéja.

B Indirekt: ha van ellenpélda, legyen n a legkisebb.
= n nem felbonthatatlan = n= ab, ahol 1 < a < n = a-nak az n
minimalitdsa miatt van felbonthatatlan osztdja, de az osztja n-et is, #



D Primszam
p € Nt prim, ha p #1 és
p|ab, a,be N = p|avagyp]|b.
p € Z prim, ha p # 0 és nem egység, és
p|ab, a,beZ = p|avagyp]|b.

Mj O-ra is igaz, hogy ha 0 | ab, akkor 0 | a vagy 0 | b, de a 0-t kizértuk a
primek definiciéjanal.

Mj p € Z felbonthatatlan Z-ben < |p| felbonthatatlan N*-ban.
p € Z prim Z-ben < |p| prim N*-ban.

P Mik a felbonthatatlanok és mik a primek 2Z-ben?

m Felbonthatatlanok: 2k, ahol 21 k, ui. n| ab ~ 4| n.
Primek: nincsenek, ui. a | 2a, de a12, afa, ha a € 2Z\ {0}.



T Primek és felbonthatatlan szamok

p € Z (illetve p € NT) pontosan akkor prim, ha felbonthatatlan.

B A korabbi megjegyzés miatt elég NT-ra bizonyitani:
(prim = felbonthatatlan): Tfh. p = ab. Ekkor p | ab, de p prim, igy
p|avagy p| b. Feltehetd, hogy p|a. lgya|ab=p|a =
as<p<a= p=a= b=1. Tehat p felbonthatatlan.
(felbonthatatlan = prim): Tfth. p | ab. Ha pta = (p,a) # p, de
(p,a) | p, igy p felbonthatatlansédga miatt (p,a) = 1. Ezért p | ab =

p|b.



T Euklidész tétele

A primszamok szama végtelen.

B Indirekt: tegyiik fel, hogy csak véges sok prim létezik: p1, p2,..., pk.
Tekintsiik az n = p1p2 ... px + 1 szdmot. Jq | n, ami felbonthatatlan,
tehat prim is. De (pi,n) = (pi,1) =1miatt g # p; (i=1,...,k) ¢

T Ha n e NT &sszetett szdm, akkor van /n-nél nem nagyobb
primtényezdje.

B n=abl<a<b<n=a’<ab=n=a<n



Algoritmus:
Eratoszthenész szitaja

1. Irjuk fel egy lapra 1-t8l N-ig a szamokat;
hizzuk at az 1-et;
karikazzuk be a legkisebb nem athlzott szamot;
hizzuk at ennek a tobbszordseit;

o~ DN

ismételjiik a 3., 4. |épést, amig a bekarikazott szam nem éri el

Lv/n]-et;

6. karikdzzuk be a maradékot.

Igy a bekarikazott szamok éppen a primszamok 1-t8l N-ig.
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Dirichlet tétel: ha a és b relativ primek, akkor az an+ b
(n=1,2,3,...) sorozatban végtelen sok primszam van.

Ben Green, Terrence Tao, 2006: létezik tetszélegesen hosszi, csak
primekbdl allé szamtani sorozat. (PIl. (2, 3), (3, 5, 7), 5, 11, 17, 23,
29), (7, 37, 67, 97, 127, 157), (199, 409, 619, 829, 1039, 1249, 1459,
1669, 1879, 2089).)
Primszamtétel (Hadamard, de la Valleé-Poussin, 1896; elemi
bizonyitas Selberg, Erdds, 1949) Az x-nél kisebb primek szama, 7(x)
aszimptotikusan x/ In x, azaz

m(x)

lim =
x—00 x/ In x
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A szamelmélet alaptétele



T A szamelmélet alaptétele
Minden 1-nél nagyobb természetes szam el6all véges sok
felbonthatatlan természetes szam szorzataként, és ez a felbontas a
tényezok sorrendjétdl eltekintve egyértelmi.

B A felbonthatdsag bizonyitasa. Indirekt: tfh van ellenpélda, legyen n a
legkisebb. n nem lehet felbonthatatlan, mert akkor az egyelemii
szorzat a felbont3s. = Van n = ab valédi felbontéas, ahol
1< a,b< n= aés b felbonthatdk, igy a szorzatuk is. /

Az egyértelmiiség bizonyitasa. Indirekt: tegyiik fel, hogy van olyan
természetes szam, mely nem bonthaté fel egyértelmiien. Legyen n
kozilik a legkisebb. n = pip>...pr = q192...qs.

p1 prim, és p1 | g1---gs = p1 | g;i valamely i-re. De g;
felbonthatatlan = p; = q; = p—"l =p2---Pr=0q1 - Gi—1Gi+1- - (gs iS
két kilonboz6 felbontas lenne. ¢



o

Az azonos primek szorzatat hatvannyal jelolve az 1-nél nagyobb
egészek kanonikus alakjdhoz jutunk: n = pflpg2 ...pkr. ahol

p1 < --- < p, primek.

360=2-2-2-3-3.5=2%.32.5,

A szamelmélet alaptétele Z-re

Minden 0-tdl és egységtdl kiilonboz6 egész szam sorrendtdl és
egységszeresektol eltekintve egyértelmiien el6all felbonthatatlanok
szorzataként.

(Pl. =6 =(—2)-3=2(—-3) =3-(—-2) =(-3)-2)

Eléallitas: a € Z \ {0, £1} = az alaptétel miatt 1 < |a| =p1---pr =
a=pip2---prvagy a=(—p1)p2---pr.

Egyértelmliség: a=p1---pr=q1---qs =

la| = |p1| - |prl = |q1| -~ |gs| = r =s, és az egymasnak megfelelé
primekre |p;| = [q;| = p;i = *gq;.

Bizonyitsuk be, hogy a pozitiv paros szamok koérében is felbonthaté
minden szam felbonthatatlanok szorzatara, de nem egyértelmiien.



T Legendre-formula

n! kanonikus alakjaban a p prim kitevéje
FRIERIER
5 7 3

B neNt-reaz {1,2,...,n}-beli d-vel oszhaték szama | 5], ui.
0<kd<n <= 1<k<|g] ez|g]db.
nt=1-2-3---n-ben | 7] tényezd oszthatd p-vel, Lp—’;
p>-tel (ez pluszban Lp—"QJ darab p-es tényez0t tesz hozza), ..., barmely

| oszthaté

k-ra | % | darab oszthaté p*-val. Az ésszeg mindig véges, mert ha
p™ < n < p™1 akkor k > m esetén [ %] =0.

P 9! maximum mekkora 2-hatvannyal oszthat4?

m [543+ (2] =4+2+1=7, tehat 27-nel.

a .
{ aJ — {LbJJ és igy {nkJ kiszadmitasa gyorsabban: Vpk IJ‘
c p p
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D Legkisebb k6z6s tobbszoros
a,b€Z, a,b# 0-ra a és b legkisebb kdzos tobbszorose az a
legkisebb pozitiv egész, amelynek a és b is osztdja. Jeldlései:
[a, b] = Ikkt(a, b) = lcm(a, b) (least common multiple).

A meNtram=Jab]
(1) a|m, b| m,
(2) éshaa|césb|cvalamely c-re, akkor m| c.

Mj Ez azt jelenti, hogy a legkisebb kézds tobbszords a kitiintetett kozos
tobbszoros.

B <«<: m kozos tobbszords (1) miatt, és a legkisebb, mert minden mas
¢ € NT kdzds tobbszorosre m | ¢, igy m < c.
=:almb|mv
Ha a| c és b | ¢, akkor a ¢ = mq + r maradékos osztasbdl a, b | r,
tehat r is kozos tobbszoros, és 0 < r < m. De m volt a legkisebb

pozitiv kdzods tobbszorods, igy r = 0.
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al a2

T Legyen a=pi'p5*---pir és b= pf1 - pbr ahol py, ..., p, kiilonboz6

pozitiv primek, és a;, b; nemnegativ egészek. (Barmely két a, b € N™
felirhaté igy, ha megengedjik a O kitevdket.)
( ) a\b <— 0<a < b (i:1,2,...,r).

) ( ) pmin(al,bl)pmin(ag,b2) ”p;'nin(a,,b,)

(2 >
(3) [a b] _ pmax(al,bl)pgnax(ag,bg ”pmax(a,,b,)
4) Ha a és b pozitiv egész, akkor [a, b](a,b) = a
H b kk bl(a, b b.
(1):
valok, és ha ¢ = plC1 -ptr, akkor b = aj + ¢; = a; Vi.
(2):

¢i < min{aj, bi} Vi. ezek kozil mindnek osztdja (1) szerint az,

(<) v (=): b= ac = c primtényezdi is p1, ..., p, kozil
c>0rac!ab<:>C—p -+ pgr, ahol ¢; < aj, b Vi, azaz

amelyikben a kitevék min{a;, b;}.
(3): hasonléan a (2)-hoz.
(4)2 max(a,-, b;) + min(a,-, b;) = aj + b;,

max(aj,b;) _min(a;,b;) _  max(a;,b;)+min(aj,b;) ai+b; ai b
b; P; = [Pk =p; " =p;p;-
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Mutassuk meg, hogy barmely pozitiv a és b egészhez van olyan m és
n egész, hogy m | a, n| b, (m,n) =1 és mn= [a, b].

ai,...,an € Z-re

ai,...,an legnagyobb kézds osztdja, (a1,...,a,), az a d > 0 egész,
amelyre d | a; Vi, és ha d’ | a; Vi, akkor d’ | d

ai,...,an legkisebb kéz6s tobbszordse, [a1, ..., a,], az a ¢ > 0 egész,

amelyre a; | ¢ Vi, és ha a; | ¢’ Vi, akkor ¢ | ¢/

Mj Konnyen lathatd, hogy (a1,...,an—1,an) = ((a1,...,3n-1), an), és

[a1,. .., an—1,an] = [[a1,- -, an-1], an].
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