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Kongruenciak

Kongruenciak definiciéja és miiveletei



D

A mod mivelet

ae€Z, meNt. Az a-nak m-mel valé osztasi maradékat a mod m
jeloli. (Itt mod egy binéris, azaz kétvaltozds miivelet.)

12 mod 5 =2, (—12) mod 5 = 3.
Kongruencia
a,b€Z, me NT. Azt mondjuk, hogy a kongruens b-vel modulo m,

ha m | a— b. (m a kongruencia modulusa.)
Jelolései: a=b (mod m), a=b mod m, a=b (m).

a=b (mod m) <= amod m=bmodm

Legyen a = mqy + 1 és b = mqgo + ro maradékos osztds m-mel. Ekkor
amod m=r és bmod m=r.

(=)a—b=m(gi—q)+(n—n) ésm|(a—b)=m|(rn—nr). De
ln—nr|<m igyrn—rn=0 azazamod m=r, =r =bmod m.
(<)n=rn= a—b=m(q1 — g2) oszthaté m-mel.



12 =107 (5), mert 5| 107 —12; —6 =99 (5), mert 5 | 99 — (—6).
13 % 23 (9), mert 9123 — 13,
a=b (m) <= van olyan k egész, hogy a = b+ km.
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A kongruencia ekvivalenciarelacio
Reflexiv: a = a (mod m),
Szimmetrikus: a = b (mod m) <= b= a (mod m)

Tranzitiv: a= b (mod m), b= c (mod m) = a= c (mod m)

B Az oszthatésag elemi tulajdonsagaibdl.

- A modm kongruencia megad egy osztalyozast Z-n: egy osztalyba
keriilnek azok, amelyek kongruensek egymassal.

P zZ={.,-303...}U{...,—2,1,4,... }U{...,-1,2)5,...}

D modulo m maradékosztalyok:
az m szerint azonos maradékot add, azaz egymassal kongruens
egészek osztalyai (m darab)



T Miveletek kongruenciakkal
Ha a,b,c,d € Z, me NT, és a=b (mod m), c =d (mod m),
akkor
(1) a+ c=b+d (mod m) (spec. a+ c = b+ ¢ (mod m))
(2) a—c=b—d (mod m) (spec. a— c = b — c (mod m))
(3) ac = bd (mod m) (spec. ac = bc (mod m))

B (1), (2): v
(3): Speciélis: m|a—b = m|c(a—b)=ac— bc.
Altalanos a specialisbél: ac = bc = bd (mod m)

P 7=33 (mod 13) ~» 27 =53 (mod 13) [+ 20]

P 7 =33 (mod 13) ~» 70 = 330 (mod 13) [-10]

P 7 =33 (mod 13), 4 = 30 (mod 13) ~~» 28 =990 (mod 13)



T Kongruenciak egyszeriisitése
Legyen a,b,c,d € Z, m € N*. Ekkor

ac=bc (mod m) <— a:b(mod m >
(m, c)

Kovetkezésképpen ha (¢, m) = 1, akkor az ac = bc (mod m)
kongruencia egyszerlisitheté c-vel, azaz ekkor a = b (mod m).

B Legyen d = (m, c) Ekkor
ac = bc (mod m) <= m|(a—b)c < 75 |(a—b)g, de
(%,5) =1, igy az utdbbi ekvivalens azzal, hogy % | (a — b).

P acZre3a=15 (mod7) < a=5 (mod7), ui. (3,7)=1,
de 6a=18 (mod 21) <= a=3 (mod7) < a=3, 10v.17
(mod 21)



a=b (mod m), ne Nt = a" = b" (mod m)

1. biz.: n-szer 6sszeszorozva az a = b (mod m) kongruenciat;

2. biz.: aza" — b" = (a— b)(a" 1 +... + b""1) bsszefiiggésbél.
a,n > 1 egészek, és 3" — 1 prim = a =2, és n prim.

Az el6zé tételbdl (a—1) | (a” — 1).

Haa> 2, akkorl1<a—1<a"—1= (a—1) valédi oszté = a" — 1
nem felbonthatatlan, azaz nem prim.

Ha a = 2 és n = pq valédi felbontés, akkor aP? — 1 = (aP)9 — 1 az
el6z6 szerint nem prim, mert aP > 2.

Mersenne-primek: a 2P — 1 alakd primek, ahol p prim. Pl. 22 —1 = 3,
23 -1=7,2°-1=231, 2" — 1 =127 primek, de

211 — 1 =2047 = 23 -89 nem prim.



Kongruenciak

Szamolas modulo m



7! mod 13 =7
Az egymas utani miveleteknél mindig vehetjiik a maradékot, sot, a
legkisebb abszollt érték(i maradékot.

77=1 .2 -3 . 4 .5 .6 . 7
2 6 —2 3 5 —4 =9 (mod 13)
332 =7 (mod 13)

Elég Otszor négyzetre emelni:

n |1] 2[4| 8l16] 32
3" (3] -4|3]-4] 3|4

mod 13 =3%2=_-4=9 (mod 13)

Szamitsuk ki a 9189 hatvanyt modulo 11 tigy, hogy elészor egyszeriibb
alakra hozzuk a hatvanyalapot modulo 11, majd a 2-hatvanyadik
hatvanyokbdl rakjuk ossze a 89-ediket. (89 = Xa, X =7)

91 =3 (mod 11), 89 = 1011001, =

9189 =389 =364.316.38.31 =4.3.5.3=4 (mod 11) 7



Kongruenciak

Maradékrendszerek



TMR

Egészek egy halmaza teljes maradékrendszer modulo m
(TMR mod m), ha minden egész szdm ennek a halmaznak pontosan
egy elemével kongruens mod m.

Ekv.: 0,1,..., m— 1 maradékot adnak valamilyen sorrendben.

A {0,1,...,m— 1} halmaz TMR modm.

{—{’"T_lj, PN AU L%j} TMR modulo m (a legkisebb abszolit
értékii maradékok):

pl. {—2,-1,0,1,2} TMR mod5, {~2,-1,0,1,2,3} TMR mod6.
Lemma:

HgZTMRmodm@{ | =

H elemei paronként inkongruensek
(inkongruens = nem kongruens)



Ha {t1,t2,...,tm} TMR modulo m, és (a,m) =1, b € Z tetszbleges,
akkor {at; + b,at, + b, ..., aty, + b} is TMR mod m.

ati+b=atj+ b (m) < at; = at; (m) (agm) = ti = t; (m) (mert

(a,m)=1) <= i=j. Igy ez is m darab inkongruens szambdl 4ll.
a=b (mod m) = (a,m) = (b, m)

a—b=km= (a,m)=(b+ km,m) = (b, m).

Redukalt maradékosztaly modulo m: maradékosztaly, amelynek elemei

relativ primek m-hez. (Ha egy elem relativ prim, akkor a lemma miatt
az Gsszes az.)



RMR
Modulo m redukalt maradékrendszernek (RMR) nevezziik egészek
egy R halmazat, ha minden redukalt maradékosztalybdél R pontosan

egy elemet tartalmaz.

Euler-féle o-fiiggvény
A redukalt maradékosztalyok szaméat p(m)-mel jeloljik, és -t
Euler-féle p-fliggvénynek nevezziik.

Masképpen: ¢(m) az {1,2,..., m} halmazbdl az m-hez relativ primek

szama.
{1,5} RMR mod 6 ~ o(6) = 2.
{1,2,...,p— 1} RMR mod p, ha p prim ~» ¢(p) = p — 1 minden p

primre.
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|H| = ¢(m)
L HCZRMR modm < ¢ H elemei paronként inkongruensek
H minden eleme relativ prim m-hez
T Ha {ti,to,...,tm} RMR modulo m, és (a, m) = 1, akkor
{aty, aty, ..., atym} is RMR mod m.

B (m) darab. v/
at; = atj (m) (amt ti=t (m) < i=j
(ati,m) = (t;,m) =1, mert (a, m) = 1.

Mj Nem adhatunk hozzd b-t, mint a TMR-nél, mert akkor nem

maradnanak relativ primek m-hez. (Van-e olyan eset, amikor mégis?)
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T A ¢: Nt — NT szdmelméleti fliggvény multiplikativ, azaz (m,n) =1

esetén o(mn) = p(m)p(n).

Mj Sziikséges az (m, n) = 1 feltétel, pl.

B

©(9) =1{1,2,4,5,7,8} | =6 #2-2=¢(3) - (3).

lrjuk fel 1-tél mn-ig a szamokat egy tablazatba:
1 2 ... | n
n+1 n—+2 ... | 2n
(m=Un+1|(m=1n+2]|...| mn

Az elsé sor egy TMR modn, és az alattuk levé szamok veliik
kongruensek modn ~~ pontosan p(m) oszlopnak az ésszes eleme

relativ prim n-hez, a tébbi oszlop elemei nem.

Minden oszlop teljes TMR modm (mert (m,n) = 1) ~» minden
oszlopban pontosan ¢(m) elem relativ prim m-hez.

= pontosan p(m)p(n) elem van a tablazatban, amelyik m-hez és

n-hez is rel. prim, azaz amely mn-hez rel. prim. 12



T ¢(n) kanonikus alakja
Ha n € N* kanonikus alakja n = p7* - - - p2r, akkor

_ _ 1 1
¢(n) = (pr — 1)p{* L. (pr = 1)p* 1:,,(1_)...(1_
P1 Pr

B n = p? primhatvanyra a nem relativ primek a p-vel oszthatdk, igy
p(p?)=p? = B =p? —p> P = (p—1)p" !, tehdt a o
multiplikativitdsa miatt

@(n) = p(py*) -+ - (pf)

valéban a fenti formulaval egyezik meg.Ha kiemeljiik a tényezokbdl
pi’-t, akkor megkapjuk a masodik alakot.

P ©(1200) = (2#3152) = (2 — 1)23(3 — 1)(5 — 1)5! = 320.

)
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Euler—Fermat-tétel

T Euler—-Fermat-tétel

Ha m € Nt, a € Z és (a, m) = 1, akkor a?(™) =1 (m).

B Legyen Ry ={r,n,...,ry(m)} egy redukalt maradékrendszer modulo
m, és mivel (a,m) = 1, ezért R}, = {ar1,ar, ..., ar,(m)} is RMR
modulo m.

710 )2 000 g = (@)« (@) o oo e ¢ (ary(my)  (mod m),

egyszeriisités utan: 1= a¥(™ (mod m).
K Kis Fermat-tétel (els6 alak)
Ha p prim, a € Z és p 1 a, akkor aP~1 =1 (mod p).

B poprim~ ((a,p) =1« pfa)ésp(p)=p—1
K Kis Fermat-tétel (masodik alak)

Ha p prim, akkor a? = a (mod p). iy



Ha k = ¢ (mod ¢(m)), k,£ >0, (a,m) =1 = ak = a’ (mod m)

Tth. k> €. k={+ qp(m) (g >0). ~
gl = af - gl = gt < (a“’(’”))q =a’-19= 23" (mod m).

Kov.kov.: (a, m) =1 esetén
a" = (amod m)" ™4 (M (mod m)

A moduléris hatvanyozas algoritmusdhoz nincs sziikség
primfaktorizalasra, de ¢(m) kiszamitasdhoz igen, amire nem ismeriink

hatékony algoritmust.

18°3 mod 13 =7

m ¢(13) =12 és 53 =5 (mod 12) ~» 1833 =5% =25.25.5 =5 (13)

9189 mod 11 =7 a korabbinal egyszeriibben.
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Kongruenciak

Linearis kongruenciak



T Linearis kongruenciak megoldhatésaga és a mo-k szama
a,b€Z, me Nt-re az ax = b (mod m) kongruencia pontosan
akkor oldhat6 meg, ha (a, m) | b. Ha megoldhat6, akkor pontosan
(a, m) darab inkongruens megoldasa van mod m.

B (Megoldhatésag) ax = b (mod m) megoldhaté <
dy:ax+my=>b <= (a,m)| b.
(Megoldasok szdma)
Ha (a, m) = 1, akkor a megoldas modulo m egyértelmii, ugyanis ekkor
a kongruenciak egyszer(sitési szabdlya szerint
ax; = axo (mod m) = x1 = x2 (mod m).
Ha (a,m) = d | b, akkor ax = b (mod m) & fx = 3 (mod %),
és az utobbinak mar egyértelmii a megoldasa modulo Z,,4: Xo.
~+ a megolddsok modulo m: xo, xo + %, ..., xo+(d —1)- %, vagyis
d darab megoldas van.

16



P Oldjuk meg a 12x = 15 (21) kongruenciat!
m A kongruencia megoldhatd, mert (12,21) = 3 | 15.

x megoldas < dy: 12x 4+ 21y = 15. A kongruenciat megoldhatjuk
kibOvitett euklideszi algoritmussal. (Az y oszlopat nem is kell
feltétlendl kitolteni.)

12 21 Jelentése:
211 0 21 = 12-0 (mod 21)
112 1 12 = 12-1 (mod 21)
-1 9] -1 9 = 12-(-1) (mod 21)
30 3] 2 3 = 12-2 (mod 21)

~» 15 =12-10 (mod 21) ~» xp = 10 megoldas, és ebbdl a
(12,21) = 3 darab kilénb6zé megoldas: x = 10,17,24 (mod 21).

(4= % = T-eket kell hozzaadni az alapmegoldéshoz.)



m2 A kongruencia egyszer(isitésével:

12x 15 (mod 21)
4x 5=12 (mod 7)
x = 3 (mod7)
x = 3,10, 17 (mod 21)
D Ha a€Z és (a,m) =1, akkor az ax =1 (m) kongruencia egy

megoldasat az a elem modularis inverzének nevezziik mod m.
P Hatarozzuk meg az 5 modularis inverzeit modulo 26.
m (5,26) =1, tehat az 5x = 1 (26) kongruencia megoldhatd.

5x = 1=-25 (mod 26)
x = —5 (mod 26)
tehat —5 egy inverze 5-nek modulo 26
(az Gsszes: x = —5 =21 (26), azaz x = —5 + 26k).

18



P Szamitsuk ki még egyszeriibben a 918° mod 11 értéket!

m 91 =3 (mod 11), p(11) = 10, igy 918° = 37! (mod 11), azaz a
megoldas az az x, amelyre 3x =1 = 12 (mod 11), vagyis x = 4
(mod 11)

F 257 =7 (mod 71)

m (2,71) =1, ¢(71) =70 ~ 2 =1 (mod 71) ~ 8-25" =1 (mod 71)
8x=1=72 (mod 71) & x =9 (mod 71)
Tehat 267 =9 (mod 71).

19



Haa=b (m), a=b (mp),..., a=b (m,), ahol a,b € Z,
my,...,m, € Nt akkor

a=b (mod [my, my,...,mp).

my | (a—b), m|(a—b),..., my|(a—b)~

[m1, mp,....mpy]| (a— b).

Oldjuk meg fejben a kdvetkezé harom kongruenciarendszert!

(a) x=1 (mod3) (b) x=2 (mod3) (c) x=1 (mod3)
x =1 (mod 5) x =4 (mod 5) x =2 (mod 4)
x=1 (mod7) x=6 (mod7) x =4 (mod 6)

(a) x =1 (mod 105) (b) x = —1 (mod 105)

(c) x =—2 (mod 12)

20



Kongruenciak

Kinai maradéktétel



T Kinai maradéktétel
Legyenek myi, my,... m, pozitiv, paronként relativ prim egészek, és
legyen M = mimy ... m,. Az

x=a (mod my)

x =ap (mod my)

x=ap, (mod m,)

kongruenciarendszer egyértelmiien megoldhaté modulo M.

21



B Legyen My = M/my =my...mg_1myyq...my. Mivel (Mg, my) =1,
ezért az Myx,x = 1 (my) kongruencia minden k-ra egyértelmiien
megoldhaté. Tekintsiik az

x = aiMixy + aaxMoxo + ... + a,Mux,

Osszeget. Ez egyrészt megoldasa mindegyik kongruencianak (mert
aiMix; = a; - 1 = a; (m;), de axMyxx =0 (m;), ha k # i, mert
My =0 (m;)). Mésrészt, ha x’ egy masik megoldas, akkor x = x’
(my), azaz my | (x — x") Vk, kovetkezésképp M | (x — x’), tehat a
megoldas egyértelmii mod M.

22



P Oldjuk meg az

X 2 (mod 3)
X 3 (mod 5)

x=—4 (mod 11)

kongruenciarendszert!

ml A bizonyitas alapjan: M = 165, M; =55, M, = 33, M3 = 15,
Mixi=1(3)~1x3=1(3) ~ x3 =1,
Myxp =1 (5) ~»3x=1=6 (5) ~ xo =2,
Mixz =1 (11) ~ dx3 =1=12 (11) ~ x3 = 3,
X=55.1-2433-2-3+15-3-(—4) = 110+ 198 — 180 = 128 (165).
A megoldas x = 128 (mod 165).

23



Egy tablazatba osszefoglalva:

—180 ~» x =110+ 198 — 180 =128 (mod 165)

ahol x; az M; inverze modulo m; azaz az M;x; = 1 (m;) kongruencia

m;j 3 11

M; 55 15

Xi 1 3

aj 2 —4

110 198
megoldasa.
m2 x =2 (3) x =3 (5)

x =2+ 3y 2+3y=3(5)
3y=1=6 (5)
y=2(5)
y=2+5bz
x =8+ 15z

x = —4 (11)

8+ 15z = —4 (11)
4z = —12 (11)
z=-3 (11)
z=-3+11lu

x = —37 4+ 165u

x = —37 =128 (165) .



P Oldjuk meg a 6x =4 (20), 3x = —2 (13) kongruenciarendszert.

m El6szor megoldjuk az egyes kongruencidkat, aztan egyesitjiik a
megoldasokat a kinai maradéktétel mddszerével.

6x =4 (20) & 3x=2 (10) & 3x=12 (10) & x =4 (10)
3x=-2(13) & 3x=-15 (13) & x = -5 (13)

mj 10 13
M; 13 10
Xij 7 4
aj 4 -5

364 —200 ~» x =364 —200 =164 =34 (mod 130)

Mj Nem relativ prim modulust lineéris kongruenciarendszereknek
pontosan akkor van megoldasa, ha a kongruencidk kéziil barmely
kettonek van kézos megoldasa.

25)



Kongruenciak

Néhany egyszerii alkalmazas



Oszthatésagi szabalyok

2-hatvany: (a,...a1a0)10 = (ak_1...a1a0)10 (mod 2X),

mert 25 | 10, ha £ > k. (Tehat a 2-vel val6 oszthatésigot az utolsé
jegy, 4-gyel vald oszthatésagot az utolséd két jegy, stb. donti el.
Hasonléan az 5-re és 5-hatvanyokra.

9: (ap...a180)10 = an + an—1+ -+ a1+ ap (mod 9),

mert 10K = 1 =1 (mod 9)

11: (a,, ce 3130)10 =a —ayt+a— ...+ (—1)”3,, (mod 11),
mert 10K = (—1)* (mod 11).

Ellen6rzo szamjegy

A magyar személyi szam 11-jegyli, az utolsd az ellenérzé szamjegy:
x11 = x1 +2x2 + 3x3+ ... + 10x39 (mod 11).

Ez jelzi, ha elirnak egyetlen szamjegyet vagy ha kettot felcserélnek
(kivéve, ha a két utolsét). Ezért djabb személyi szamoknal mar az
x11 = 10x3 +9x2 + 8x3 + ... + x10 (mod 11) képletet hasznaljak
(inkabb kozeli szamjegyek felcserélése valdszinii).
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Kongruenciak

Maradékosztalyok gyiiriije



Két egész szam Osszegének, kiilonbségének, szorzatanak maradéka

modulo m csak attél fligg, hogy a tényezék melyik maradékosztalyba

tartoznak.

Legyen Zp, = {0,1,2,..., m — 1} és definidljuk a (Z,, ®, ®)
struktarat a kovetkezoképp: ha a, b € Z,,, akkor
adb:=a+bmodm, a® b:=a-bmod m.

lrjuk fel Zo miivelettablait:

@01 ®]0
ofo 1 oo
1/1 0 10 1

A tovébbiakban — ha félreértést nem okoz — Z, alatt a (Z,, ®, ®)

algebrai struktirat értjiik, amelynek miveleteire is inkabb a "+' és '’

jeleket hasznéljuk, azaz Z, = (Z,,+. ).

P Zj1-ben 6 +8 =3 és6-8 = 4.
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D Definicié
Legyen egy R halmazon értelmezve két kétvaltozés mivelet: + és -
(a- b= ab egyszeriibben irva).
R gylir(i, ha teljeslilnek ra a kovetkezd axiomak:
(Al) (a+b)+c=a+(b+c) Va,b,c € R (+ asszociativ)
(A2) a+ b=b+a Va, b€ R (+ kommutativ)
(A3) I0e R: 0+ a=a+0=a Vae R (3 additiv neutralis elem)
(Ad)Vae R3(—a) € R: a+(—a) =(—a)+ a=0 (3 additiv
inverz)
(M1) (ab)c = a(bc) Va,b,c € R (- asszociativ)
(D) (a+ b)c = ac+ bc és c(a+ b) = ca+ cb Va, b, c
(disztributivitas)

D R kommutativ gylir(i, ha gylir( és
(M2) ab = ba Va,b € R (- kommutativ)

D R egységelemes gylirii, ha gylirt, és
(M3) 31 € R: 1la=al = a Vae€ R (3 multiplikativ neutrélis elem)



P Z, R, Q egységelemes kommutativ gylriik. 2Z kommutativ gy(r(, de
nem egységelemes. N nem gylirli, mert nincs benne additiv inverz.
Mj A gylriiaxidmakbdl kovetkezik, hogy 0-a=a-0=0 Vaec R.
D Definicié
K test, ha egységelemes kommutativ gyiiri, |K| > 2, és
(MA) V0 #ac K Ja b aa!=ala=1 (3 multiplikativ inverz)

Mj Minden test nullosztémentes, azaz ab =0 = a = 0 vagy b = 0, mert
ha pl a # 0, akkor 0 = a~1(ab) = (a~ta)b = 1b = b.

Ha K test: a— b:=a+ (—b) és 2 :=a(b™1).

R, Q test, de Z nem.

Zm egységelemes kommutativ gyliri minden m-re.

W 4 7TV O

Z-ben teljesiilnek az axiémak, és ez 6roklodik a modulo m végzett
miiveletekre is a kongruencidk miveleti tulajdonsidgai miatt. Pl.
((a+ b) mod m)+c) mod m=((a+b) mod m)+c=(a+b)+c=
at(b+c)=a+((b+c)modm)=(a+ ((b+c)modm))modm.,g



-

Z,, test, ha p prim.

Ha 0 # a € Zp, akkor (a, p) = 1, ezért létezik inverze modulo p, azaz
van olyan b € Zp, amelyre ab=1 (mod m) a Z-ben, azaz ab =1
Zp-ben. (Ha p nem prim, akkor Z, még csak nem is nullosztémentes.)
lrjuk fel Zs és Zg miivelettablait:

B O NN =R O|X
o O O O OO
A W N R Ol
w = BN O
[ ORI N Y I N

O d WNKHO|I+ & WM~ O+
O A WD R OO MWNRO|IO
O A WNRIFR ODMWNR|R
= O U A~ WNIN OB WNIN
N R OO WW NF O MWW
W N HOORMDD WNRFRODMDN
A NOBANOIN LUr b wolw

A WO N R O OO
b W NN = O

O O O O O Oo|lo
o W NN R Ol
W O W O W olw
N O DN B O
= N W s~ 1 O|O
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Mj Z,-et tekinthetjik agy is, hogy a modulo m maradékosztalyok
halmaza, amelyen természetes médon vannak értelmezve a miiveletek,
és ezeket a maradékosztalyokat egy-egy elemiikkel reprezentaljuk.
[lyen értelemben barmely egész szam jelolheti a Z,, egy elemét, csak
az egy osztalyba esOket egyenloknek tekintjik. Pl. Zg-ben
8=3=-2.

D 77, a redukalt maradékosztalyok halmaza modulo m, amelyen a
szorzas mivelete értelmezve van, de az 6sszeadas nem.

Mj Z}-on a szorzas asszociativ, kommutativ, van egységelem, sot

minden elemének van multiplikativ inverze, azaz Z}, csoport.
i *x Z * 7 s 2072
P Irjuk fel Zg és Zg szorzastablajat! 1 2 4 5 7 8
111 2 4 5 7 8
1 5 212 4 8 1 5 7
m 1|1 5 414 8 7 2 1 5
515 1 5/56 1 2 7 8 4
7|7 5 1 8 4 2
8(8 7 5 4 2 1 -
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