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A komplex szamtest



A komplex szamtest

Motivacio



pozitiv egészek — 0sszeadas, szorzas

a+ x = b megoldhatésdga — negativ szamok és 0

ax = b megoldhatésaga — raciondlis szamok

x% = 2 megolddsa — vannak nem racionélis szamok is
sorozatok hatarértékének fogalma — irracionalis szamok
racionalis + irracionalis szamok — valds szamok

az x> = —1 egyenlet megoldasaval lesz tovabbi bdvités???
Egy K test algebrailag zart, ha barmely nem konstans K-beli
egyitthatés polinomnak van K-ban zérushelye.

Q és R tehat nem zart, mert x2 + 1-nek nincs zérushelye ezekben a
testekben, de nem zért pl. Zs sem, mert az x2 + 2 polinomnak Zs-ben
nincs zérushelye.

(Ernst Steinitz, 1910) Minden K test bedgyazhaté algebrailag zart
testbe, melyek kozt létezik legsziikebb, a K algebrai lezartja.



A mésodfokd ax? + bx + ¢ = 0 egyenlet megoldéképlete:

—b+ Vb2 —4ac
X =
2a

egyszerlien levezethetd.

A harmadfokii egyenletek (a valtozé médositasaval) x3 4 px 4+ g =0
alakra hozhatdk, és erre a Cardano—képlet (Tartaglia, 1535):

2 3
X =U-+vV, ahO|U:il—Zi (Z) —|—<§> ésv:_%

Itt akkor is kell negativ szambdl gydkot vonni, ha az egyenlet minden

gyoke valos.

A negyedfoki egyenletekre is létezik megolddképlet, viszont a legalabb
otodfokdakra nincs, és nem is lehet (Abel-Ruffini-tétel, 1824)



A komplex szamtest

A konstrukcio



Tegyilik fel, hogy van egy olyan K test, amely tartalmazza R-et, és
amelyben a —1-nek van négyzetgyoke: legyen i € K olyan, hogy
i? = —1. Ekkor

i ¢ R, mert R-ben x? > 0 Vx.

Az a+ bi (a,b € R) alaki elemek felirasa egyértelmii:
Haa+bi=c+di,ésb#d~i=3F€cR/?

Tehdt b=d ~ a=rc.

Az a+ bi alakl elemek is testet (K-ban résztestet) alkotnak, mert
ezek halmaza zart a négy alapmiiveletre:
(a+bi)+(c+di)=(a+c)+(b+d)i
(a+bi)—(c+di)=(a—c)+ (b—d)i

(a+ bi)(c + di) = ac + bdi? 4 adi + bci = (ac — bd) + (ad + bc)i

a+bi _ (atbi)(c—di) _ (act+bd)+(bc—ad)i _ ac+bd + bc_adi
c+di T (c+di)(c—di) T c2+4-d? T c24d? c2+d?

(Az 4talakitasokban hasznaljuk a testaxiémakat, és hogy i2 = —1.)




D A komplex szamtest
C ={a+ bi|a,bec R} formilis kifejezések*,

(a+bi)+ (c+di):=(a+c)+ (b+d)i
(a+ bi)(c + di) :=(ac — bd) + (ad + bc)i

*at+bi=c+dis a=césb=d.
aceR < a+0i
i< 0+1i
lgy R < K (azaz R részteste K-nak), és
a+ bi=a+ b-i (pontosabban a+ bi = (a+ 0i) + (b+0i)(0+ 1/).)
Ellendrizhetd, hogy ez a C kielégiti a testaxiomakat.
(Pl. —(a+ bi) = (—a) + (—b)i és (a+ b)) ™' = 22 + o
megfelel additiv és multiplikativ inverznek.)

Azonositjuk: {



A komplex szamsik

y
»a+ bi
a+ bi az (a, b) koordinataju
pont
X R az x tengely
z+u

A komplex szadmok u
Osszeadasa a vek- i

torok o6sszeadasanak

felel meg.

Ezért a komplex szdmokat gyakran a sik vektoraival azonositjuk.



D komplex szam algebrai alakja
A z=a+ bi, a,b € R alakl kifejezést a komplex szam algebrai
alakjanak nevezziik (i mint imaginarius, képzeletbeli). Az a szdm a
z valés része, a b az imaginarius, jelolése: a=Rez, b=Imz

D konjugalt

Z =a—1ib, ahol z = a+ib

D abszolat érték

|z| = Va? + b% = \/zz, azaz a z-hez tartozé (hely)vektor hossza.

Osztas algebrai alakban:



Imz

3l z=2+3i
2i ¢
,'A
PR L2 3 Res Hl = | = V1
‘ tavolsag az origdtdl
_pd
—2i4
—3i 1 _
z=2-3i
Kivonas:
Z z—u
z—u

u a z és u tavolsaga




P Mit alkotnak a komplex szdmsikon azok a z szdmok (azaz mi a
mértani helyitk azoknak a z szdmoknak), amelyek kielégitik a
|z + 2 — i| = 3 egyenletet, illetve a |z + 2 — i| < 3 egyenl6tlenséget.
m 3=|z+4+2—i|=|z—(—2+1)|, azaz z és —2 + | tavolsiga mindig 3.
Ez éppen a —2 + i (azaz (—2,1)) korili 3 sugart kérvonal. Az
egyenlotlenséget kielégitd z szamok mértani helye ennek a kornek a
belseje, a hatarvonal nélkiil.




F Hatarozzuk meg azoknak a z komplex szdmoknak a mértani helyét,
amelyek kielégitik az alabbi egyenletet, illetve egyenldtlenséget!

a) lz—i|=|z+i] b) z4+2z < 4
m a) Geometriai megolda3s: b) Algebrai megoldas:
lz—il=|z+i| & z+z < 4
z egyenl6 tavolsagra van i-tél és —i-tol < X+yi+x—yi < 4
z az i és —i felez6 merblegesén, azaz az x 2x < 4
tengelyen van. x < 2
Tehat a mértani hely az x tengely. A mértani hely az x = 2
Algebrai megoldas: altal hatérolt bal oldali nyilt
z=x+yi(x,y €R) félsik.
lz—i] = |z+1]
x+(y-DiP = [x+(y+1)if?
X>4+y?2—2y+1 = xX24+y>+2y+1

y =0

10



Szamolas algebrai alakban



® > 70

Szamitsuk ki a kovetkezd kifejezések értékét!

3-4i
(3-4i)(7+8i), I_', T+i/1+i, % (1+i)°

(2 + i)* =27 Tal bonyolult algebrai alakban kiszdmitani.
C-ben minden szamnak van négyzetgyoke.
Valésnak van: 0 < a € R-re (£+/a)? = a és (+i/a)? = —a.
Adott a + bi algebrai alakd komplex szamra, ahol b # 0, keressiink
x,y € R-et, hogy (x + yi)?> = a+ bi.
x>2—y? = a
2xy = b
Az y = b/2x helyettesitéssel x?-re olyan masodfoki egyenletet

x> —y? +2xyi = a+ bi &

kapunk, amelynek pontosan egy pozitiv valés gyoke van, igy két
megoldast kapunk x-re, és ebbdl az eredeti egyenletre is.

C-ben minden masodfoki egyenletnek van megoldésa, ugyanis a
megolddképlet ugyanigy mikodik itt is.

11



T Az algebra alaptétele

C-ben minden legalabb elséfokil polinomnak van gyoke.

F Mik a 3 + 4/ négyzetgyokei?

Mj C-ben a négyzetgyok tobbértékii, nincs a valés /x fiiggvénynek szép
kiterjesztése.

m (x+yi)2=3+4i & { s _2)):; - i
y=2/x~ x> —4/x> =3~ x* —3x> —4 =0~ x% = 4 vagy —1.
Dex €R~x220~ x2 =4~
x =22, y =21~ x+yi =£(2+1i).

F Oldjuk meg az x? + 4ix + 2 = 0 egyenletet!

—4i 4+ +/—16 —
x = \/Zﬂ:—mi\f:—?fi\@":(_zi\@)i'

12



T A konjugalt tulajdonsagai

(1) z¥u=z+bész—u=2z—10

B z=a+ bi-re és u= c+ di-re
1)) z+Fu=(a+c)+(b+d)i=(a+c)—(b+d)i=
a— bi)+ (c — di) =z + 1, és ugyanigy a kiilonbség.

13



T Az abszolut érték tulajdonsagai

(1) 2| = I2]

(2) |zul = |z[|u]
(3) |z/ul = |z|/]ul
(4) |z+ u| < |z| + |u| (hdromszog-egyenlStlenség)

B Mivel |z| > 0 valés szam, az egyenld(tlen)ségeknek elég a négyzetét
belatni. Hasznéljuk, hogy |z|? = zZ.
(1) |2|? = 2z = zz = |z|?
(2) |zu|? = zuzt = zuzt = zzut = |z|?|u|?
(3) A (2)-b8I: |z/ullu| = [(z/u)ul = ||
(4) It felhasznaljuk, hogy | Re(a + bi)|? = a® < a® + b% = |a + bi|?.
|z4+ u)? = (z+ u)(Z+0) = |22 + |u]?* + zi + zu, és itt
zU+ zu = zo + zu = 2 Re(zu) < 2| Re(zu)| < 2|zu| = 2|z||u| az
(1),(2) alapjan. Tehat |z + ul?> < |z|*> + |ul?> + 2|z||u| = (|z| + |u])>.
27| = |z|" ¥nez 4



F Legyen z=1+43i és u =2 — i. Szamitsuk ki minél egyszeriibben az
alabbi kifejezéseket!

a) (z+i)(z+1) b) |2z — zu| c) |u/zwd|
ma)(z+)(z+i)=|z+i>=|1+4i? =17

b) [2z — zu| = |2 - ul|z| = |i||1 + 3i] = V10

)

c) lu/z@®| = |ul/(|l|ul®) = 1/(|2]]u?) = 1/(5v10)

15



Trigonometrikus alak




A szorzas geometriai jelentése
P1 j-vel val6 szorzés:

(x+yi)i=—y+xi
(x,y) = (=y,x)

bdl

P2 (1 + i)-vel val6 szorzas:

z—z(1+i)=z+z

zi

/2 aranyii 45°-os szogii forgatva ny(jtas

16



P3 (a+ bi)-vel valé szorzas:

zbi s~ .
a+bl ) \

\

x
N
[\§)

A két téglalap hasonl, de a masodik |z|-szer akkora:

|z(a+ bi)| = |zl|la + bi| = [z|Va* + b* ~

Az (a + bi)-vel valé szorzas v/a2 + b2 aranyii, ¢ szogli forgatva
nydjtas.

Konnyebben leirhatd a szorzas, ha az a + bi szdmot a helyvektoranak
x tengellyel bezart szogével és a hosszaval adjuk meg.

17



D Definicié
Az (a, b) vektornak a pozitiv x-tengellyel bezart szége (az
6ramutaté jardsaval ellentétes iranyban mérve) legyen ¢, hossza r.
Ekkor a z = a+ ib = (rcos ) + i(rsing) = r(cosp + isinp). Az
utébbi a z komplex szam trigonometrikus alakja, ahol r > 0 és
p € R tetszbleges. A szoget irhatjuk fokokban vagy radianban is, és

z szogének vagy argumentumanak nevezziik.

a+ bi

A trigonometrikus alak nem egyértelm:
A ri(cos p1 + isin 1) = r(cos pr + isingy) <
rn = r és py = 1 + 2km valamely k € Z-re.

18



Mi a —1 + i trigonometrikus alakja?

|—1+i|=v2
szoge 135°, azaz 37”
—14+i= ﬂ(cos%—i—isin%”)
= v/2(cos 135° + i sin 135°).

Mi a —2 — j trigonometrikus alakja?

m|—2—il=v4+1=V5~

—2—j= \/5(—% - %/) = V/5(cos ¢ + isin @)
Ccos p = —\%, sinp = —\%, tgp = :—é = %

Ezek egyike sem hatdrozza meg teljesen a szoget, de a pontot
tartalmazé siknegyeddel egyiitt mar igen (ez esetben ez a harmadik
negyed).

¢ = (arctg ) + 7.

19



Trigonometrikus alak

Miiveletek trigonometrikus alakban



+, — miveletet nem lehet j6l elvégezni trig. alakban

- miveletrdl lattuk:

z— z-r(cosp + ising) r aranyd, ¢ szogii forgatva nydjtas ~~
z hossza r-rel szorzédik, és z szogéhez hozzdadddik ¢

T Tétel

Legyen z = r(cos ¢ + isin ), és zx = rr(cos vk + isin pk)
(k =1,2). Ekkor
(1) z1z0 = rim(cos(p1 + ¢2) + isin(p1 + ¢2))
z r .
(2) = = —(cos(p1 — 2) +isin(ie1 — 2)),
 n
1 1
specidlisan — = =(cos(—) + isin(—¢))
z r
(3) 2 = rlcos(~) + isin(~))
(4) |z| =r

(5) z" = r"(cos(ng) + isin(ny)), ahol n € Z

20



B (1): Kovetkezik a szorzas geometriai jelentésébdl.
(2): Az (1)-bdl kovetkezik, zp-vel vald atszorzassal.
A spec. eset az 1 = cos0 + isin 0 trigonometrikus alakbdl adédik.
(3): z > z tiikrozés az x tengelyre.
(4): v
(5): Pozitiv n-re z" az (1)-bél indukcidval, z=" = 1/z" ebbdl és a (2)
spec. esetébdl. 2% =1, haz#0. v
P (2-2V3i)¥ =?
mz=2-2/3i |zl =V4+12=14
z=4(L — Bi) = &(cos(—Z) + isin(—T)) ~

715 = 4%5(cos(—57) + isin(—57)) = 415(cos 7 + isin ) = —415.

21



T Tétel
z=r(cosp+isinp)-re és n € Nt-ra
27 2
{Ez%(cos( + k- )—i—lsm( + k- W)),
n n
ahol k=0,1,...,n—1.

B Kell: u=s(cost + isin1), amelyre u" = z, azaz
s"(cos(np) + isin(mp)) = r(cosp + isinp)
s"=r é mp=¢+2km vmely k € Z-re
s=yr é ¢Yp=24k &
k=0,1,2,...,(n—1)-re killonb6z6 pontokat kapunk, k = n-re mar
ugyanazt, mint k = 0-ra.
K Egy z # 0 komplex szdm n-edik gyokei origd kdzépponti szabalyos
n-szoget alkotnak. 29



Va4 — 43 =7

m z=4—4/3i ~ |z| =8 ~
z=8(L — i¥L3) = 8(cos(—60°) + i sin(—60°)) ~-
'z = 2(cos(—20° + k - 120°) + isin(—20° + k - 120°)) (k = 0,1,2).
Tehat a kobgyokok az origd korili 2 sugart kordn helyezkednek el egy
szabalyos haromszog csiicsaiban, szogeik —20°, 100° és 220°.

F Szamitsuk ki és abrazoljuk a komplex szamsikon —4 — 4/ Osszes
otodik gyokét!

23



Egységgyokok




D Az € C n-edik egységgyok (n € NT), hae" = 1.

m Az n-edik egységgydkok: cos(k2X) + isin(k2X) (k=0,1,...,n—1)
2-dik egységgyokok: 1, —1.
3-dik egységgyokok: 1, —% + @i, —% — ?i.
4-dik egységgyokok: 1, i, —1, —i.

6-dik egységgyokok: 1, %+ éi, —% + ?i, i, =L = S

A masodik egységgyokok egyuttal negyedik és hatodik, a harmadik
egységgyokok egyuttal hatodik egységgyokok is.

24



Mj Ha u a z egyik n-edik gyoke, akkor z 6sszes n-edik gyokét megkapjuk
ue alakban, ahol € valamelyik n-edik egységgyok.

P Adjuk meg 32/ osszes 5-6dik gyokét!

m Egyet rdnézésre is tallunk: i* = 1 ~ (2i)®> = 32/, a tobbit meg
megkapjuk az € = cos 72° 4 isin 72° egységgyok hatvanyaival valé
szorzassal (vagy masképpen, a 72° egész szamu tobbszoroseit adva a
2/ = 2(cos90° + isin 90°) szogéhez.

Tehat az 6todik gyokok 2(cos ¢ + isin ), ahol
» =90°,162°,234°,306°, 18°.

25)



F Rajzoljuk fel az 1 6sszes 12-edik gyokét a komplex szamsikon.

Melyiknek hanyadik a legkisebb hatvanya, ami 1-et ad?

26



D ¢ € C (multiplikativ) rendje az a legkisebb n € NT, melyre " = 1.

-

Ha ilyen n nincs, akkor ¢ rendje oc.

€ primitiv n-edik egységgyok, ha rendje n.

Mennyi —1 +j és —% + %i rendje?

—1+ i rendje oo, mivel |—1+i| > 1, tehdt minden n € N*-ra
I(=1+/)"|=|-14+i"> 1.

—% + %i = cos(3T) + isin(3F)
~> a rendje 8.

Igaz-e, hogy minden 1 abszollt értékii komplex szam egységgyok?

m Nem, ha a = 27a, ahol a irracionélis, akkor nincs olyan n € N* és

k € Z, hogy 2man = 2mk.

27



® >

>

Minden n-edik egységgyok rendje osztdja n-nek.

e" =1 ~ ¢ rendje véges. Ha ez k < n, akkor n=kq+r (¢ >0,
0 < r<k).

1=¢"=¢ekatr = (ek)9er = 19¢" =¢" ~ r=0~ k| n.

€ = cosa + isina egységgyok <= « = 27r, ahol r € Q.

€ rendje n <= r egyszer(sitett alakjanak nevezdje n.

e" = cos(na) + isin(na) =1 =cos0+ isin0 <= na = 2k vmely
k € Z-re <— a:27r%

Ha % egyszerisithetd, akkor n-nél kisebb hatvany is 1.

Ha nem egyszeriisithet6, azaz (k,n) = 1, akkor ¢™ =1 esetén
ma:27rm%«~>m-%Gan\mkmewarend n.

Mi a rendje (cos %’r + isin 5%)—nak?

501 _ 5

m ?:ﬁ%rwa rend 12.

Ha ¢ rendje n, akkor mi lehet —¢ rendje?

28



Legyen ¢ primitiv n-edik egységgyok. Ekkor

(1) az n-edik egységgyokok: 1,e,€2,...,e" L,

(2) a primitiv n-edik egységgyokok: {ef: 1< €< n, (£,n) =1}, és
ezek szama ¢(n).

(1): az 1,¢,€2,...,""! mindegyike n-edik egységgyok, masrészt

mind kiilonboz8k, mert ek = &/ és k > j esetén ek =

0<k—j<n—1~ k=

(2): arg(e) = 27k, (k,n) =1 ~ arg(e’) = 2tk ~

% nem egyszerlisitheté <= (¢,n) = 1.

€ pontosan akkor primitiv n-edik egységgyok, ha minden n-edik

egységgyok eldall € hatvanyaként.

Z o(d) = n.

d|n

Minden n-edik egységgyok primitiv d-edik egységgyok vmely d | n-re.

Minden d-edik primitiv egységgyok n-edik egységgyok, ha d | n, és

ezek szama p(d).
29



P Mennyi az n-edik egységgyokok oOsszege és szorzata?

n—1 1-1
miltet.. e t=¢ = =0, han>1
e—1 e—1
és az 0sszeg = 1, ha n=1.
Loe. g1l J0+1424.+(n-1) _ oY
24 (") =

1
2| n: (e2)"™1=(-1)"1=—1 mert (2)2=1,dee? £1

, 1 0, han>1,
Tehdt 1 +e+...+&"" =
1, han=1,
1, ha21tn,
log-...-.em™1= f
-1, ha2]|n.
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Alkalmazasok




Alkalmazasok

Komplex szamok a geometriaban



Vektorok Osszeadasat és kivonasat komplex szamokkal is kényelmesen
ki tudjuk szamolni. Emellett lattuk, hogy C-ben a valds tengelyre vald
tiikrozés leirhatd konjugalassal, az origd korili a szoggel vald forgatas
pedig a (cos a + isin ) szammal valé szorzassal.
lrjuk le komplex miiveletekkel a kovetkezd transzformacidkat C-n:

a) Az y tengelyre valé tikrozés

b) « szogii forgatds a ¢ € C szadm korill

c) 60°-os forgatas az 1 + i koriil

d) Az utdébbi transzforméaciénal mi az i képe?

a)zr— —Z

b) z— (z — ¢)(cosa + isina) + ¢
Jzer (2= L+ )G +i%) +1+i
)

i—i+(1 — V3);

O

d 2
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F Egy 6 darabos mackédsajtos dobozban mar csak harom sajt van,
amelyek lazan elfordultak a korong tengelye koriil. Lassuk be, hogy a
sajtok szomszédos kiils6 (és felsd) csticsait 6sszekotd szakaszok
felez6pontjai mindenképpen szabalyos haromszéget alkotnak.

€ =cos60° + isin60° ~» 2 =¢ —1

u _ ze
c—b=2%(z+ve)—i(v+ue)=
z —ule+v(-3+3ie)+2z3
- 2= b= Hutz2)— 3y + ue) =
”(% - %6) - V% + Z%s
(c2b)e = —ukeF (et D) b2k =
v

ve u(—3e+3)—vi+zie ~
a— b= (c— b)e, azaz a hdromszég b-bdl a-ba mutaté oldalvektora a
b-bdl és c-be mutatd oldalvektor 60°-os elforgatottja, és ez pont azt
jelenti, hogy a, b, ¢ szabalyos hdromszoget alkotnak.
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Alkalmazasok

Binomialis osszegképletek



D Binomialis egyiitthaté
n n(n—1)...(n—k+1) n!

= = n,k € Ng, k < n.

k 1-2-3...k ~ kl(n— k)
egy n elemi halmazbdl kivalaszthatd k-elemi halmazok szama.

kl=1-2-...-(k=1)-k, 0'=1, () =0, hak>n.
A A binomiélis egyiitthaté alaptulajdonségai

RN

n n
k n—k
n

() =kes) = () -0
s (1)) - 65)

N
I
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Pascal-haromszog:

34



T Binomialis tétel

Tetszoleges komplex a és b szamokra és n € Ny természetes szamra

n n
a+b)y"=a"+na""b+...+b"= S
R > (1)

Mj Mivel a bizonyitas csak az a és b kozti 6sszeadas és szorzas muveleti
tulajdonsagait hasznalja, ezért a tétel barmely egységelemes
kommutativ R gylir(i elemeire igaz. (Pl. R=2,Z,,Q,R,C,...)

B Szamitsuk ki, hogy az (a+ b)(a+ b)...(a+ b) szorzatban mi a"~ Kbk
egyltthatéja!

Hanyféleképp valaszthaté ki az n darab (a + b) tényezébdl k darab b

és n — k darab a?

Osszesen ().
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(a+ b)* = a* +4a3b + 62°b? + 4ab® + b*.

(1+x)"= <g>x0+ <:>x1++...+ (Z)x" = ki;

R e R

mert ez (1 + 1)" kifejtése a binomialis tétel szerint.

()1()?

(=) =0 =)

(2/() ~7, mert ez az el6z6 kettd atlaga.

(

n
k
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e () (0)+()-(0)

m Vegyilik észre, hogy
n

avir=3 (2= (5) + ()= (

tehat a keresett osszeg éppen Re(1 + 1)".

l—i-i:\@(cosz—kisini:) ~

(14 i) = (V2)" (cos %ﬂ +isin "I)

lgy az Ssszeg (v/2)" cos .
Az n modulo 8 maradékai szerint ez
2(=1/2 hap=+1
—200=1)/2 ha p=43
0 ha n=+2
—2n/2 han= 4
2n/2 han= 0
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